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内容简介 

本书从现代数学，尤其是模的观点来重新审视与认识线性代数，讨论了向 
量空间，线性变换，在着重研究了主理想整环上的模及其分解后，来重新理解 
向量空间在线性算子作用下的分解，使读者从高一个层次上来认识线性代数。 

本书适合理工科专业的大学生、研究生、教师以及数学爱好者使用。 



从现代数学的观点来重新审视与认识数学基础课是数学教育现代化的重 
要途径。 

对于微积分，则从外微分形式的观点，对于线性代数，则从模的观点.夕卜 
微分形式使微积分从古典走向现代。模的理论使线性代数从古典走向现代。 
这本小书就是从模的观点来重新审视与认识线性代数。本书不是大学数学基 
础课线性代数的教材，读者的对象是已经念过线性代数与近世代数这两门基 
础课的大学生，希望他们阅读过这本小书后，能在高一个层次上来认识线性代 
数。 


线性代数是研究线性空间 （ 向量空间）、模和其上的线性变换以及与之有 
关的问题（如线性、双线性、二次函数等）的数学学科。在本书的第一讲中介 
绍了向量空间、线性变换以及其它一些基本 概念； 在第二讲中讨论了向量空间 
以及其上的线性泛函与对偶空间，其上的双线性形式、二次型及度量向量空 
间，正交几何与辛几何的分类，还有大家十分熟悉的内积 空间； 第三讲中讨论 
了向量空间上的线性变换以及与之相关伴随算子及内积空间上的共轭 算子； 
第四讲与第五讲是本书的主要部分，是用模的观点来重新审视与认识线性代 
数.在第四讲中定义了环上的模，尤其着重讨论了主理想整环上的模及其分解 
定理。若 p 是域，则 F 上的多项式环是主理想 整环； 若 V ■是域 F 上的 
向量空间，给定 V 上的一个线性变换 t 后，可以定义数乘，使得 y 可以看作 
主理想整环上的模。从这个观点可以将第四讲中关于主理想整环上的模 
的理论与定理，“翻译”成为向量空间中的理论与定理，而这些内容正是大家 
在大学数学基础课线性代数中熟悉的主要内容，但这已是从更高一个层次， 
从模的观点来重新审视与认识它们了. 
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第一 讲引言 

§1.1 线性代数所研究的对象 

什么是线性代数？它所研究的对象是什么？ 

要说清楚这点，先得弄清楚什么是代数.而代数的定义是随着时代的变化 
而不断的变化的，不妨十分简略地回顾一下. 

小学里学习的数学叫算术，主要是讨论数字的一些运算，这些内容人们很 
早就已经知道，并沿用了几千年，直到后来，产生了 “数字符号化”，才彻底 
改变了这种状况.“数字符号化”就是用符号代替数字.这件事在我国发生在 
宋元时代（约13世纪五、六十年代），当时有“天元术”和“四元术”.也就是 
将未知数记作“天”元，后来将两个、三个及四个未知数记作“天”、“地”、 

“人”、“物”等四元，也就是相当于现在用^、 y , z 、 w 来表达四个未知 
数.有了这些“元”，也就可以解一些代数方程与联立方程组了.在西方，彻底 
完成数字符号化是在16世纪.“数字符号化”的产生标志着代数学“史前时 
期”的结束和代数学的诞生.它包括了一元二次方程的求解，多元（一般为二 
元、三元至多四元）一次方程组的求解等.而这些正是目前中学代数课程的内 
容.从17到18世纪中，代数被理解为在代数符号上进行计算的数学，如解三 
次、四次代数方程，给出了这些方程的解法及根的具体表达式，建立了一些代 
数恒等式如二项式定理等.从18到19世纪代数学的首要问题是求代数方程 

aox n + aix n ~ v + …+ = 0 (1.1.1) 

的根式解，即推导出由方程的系数经加、减、乘、除及开方所构成的公式来表 
示方程的根.在已知一次、二次、三次及四次代数方程的根式解后，不知多少 
人企图找出五次以及更高次代数方程的根式解，但都以失败告终.直到1770 
年， J.Lagrange ( 1736-1813 ) 看到了五次及高次方程不可能做到这点.又过 
了半个世纪，1824年 N . Abel ( 1802-1829 ) 解决了这个问题，即对于五次和五 

次以上一般方程求根公式解是不可能的.但什么样的代数方程能根式可解， 
这是1830年由 E.Galois ( 1811-1832 ) 彻底 解决. 他证明了：方程根式可解当 
且仅当它的 Galois 群可解. Abel 与 Galois 不仅解决了三百年来无法解决的著 
名难题，更重要的是：他们为了解决这个难题，建立起来了 “域”与“群”的 
概念，为后来近世代数的产生作了准备.与此相关的问题是要证明方程 （1.1.1) 
的根的存在性.即如方程 (1.1.1) 的系数是复数，则至少有一个复根.这就是 

著名的代数基本定理.18世纪末， C . F.Gauss ( 1777-1855 )给出了这个定理 
的证明.从19世纪中叶，代数学最终从方程式论转向代数运算的研究.代数 
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学及代数运算的一般理论与近代观点于 20 世纪初在 D.Hilbert ( 1862-1943 )， 
E.Steinitz ( 1871-1928 ) ， A.E.Noether ( 1882-1935 ) E.Artin ( 1898-1962 )， 

等人的影响下得以明确. 

近世代数的主要内容是集合及这些集合上的代数运算.集合本身和作为 

代数运算的载体的集合是不加区分的，故实质上研究的是代数运算本身.说 
更仔细一些，考虑非空集合^上一个或几个二元运算.运算作用在集合两元 
素之间得到的元素仍在集合中，对集合施行运算要适合一些法则（或称公理)， 

则集合对于运算成一代数结构.研究代数结构的性质就是近世代数的内容与 

任务.主要的代数结构有：群、环、体、域、模等等，这将在下一节中仔细定 
义之. 

特别要强调的是：研究一个代数结构，除了了解它的内部构造和结构性质 
外，一个重要而基本的方法是研究这个代数结构的表示，或这个代数结构上的 
模.例如一个群上的模，粗略地说，就是这个群在一个向量空间上的作用，作 
用的效果如何当然反映出这个群本身的 性质； 而一个环上的模，粗略地说就是 
这个环在一个 Abel 群上的作用.模本身既可以看成是一个代数结构，更重要 
的，它是一个代数结构在另一个代数结构上的作用.因此，可以说，现代代 
数学的两大主题是结构与表示理论. 

线性代数是研究线性空间 （ 向量空间）、模和其上的线性变换以及与之有 
关的问题 （ 如线性、双线性，二次函数等）的数学学科.也就是说，此时，代 

数结构是线性空间.仅仅讨论线性空间的结构性质是不够的，还要考虑线性变 
换在其上的作用.从表示论的观点看，带有线性变换的线性空间成为主理想整 
环上的模.这就是本书希望用模的观点来考虑线性代数的出发点. 

从这里还可以看出，线性代数所研究的是：线性 空间； 模是线性空间的扩 
充； 作用在线性空间上的线性变换，大致上说，线性变换就是将一个线性空间 
映到另一个线性空间，且保持线性空间中运算的 映射； 定义在线性空间上的线 
性泛函及其推广双线性形式，而二次型不过是双线性形式的特例.因之，可以 
说“线性”是线性代数的灵魂，线性代数只考虑“线性”的问题，而“非线性” 
的问题不在讨论之列. 

§1.2 主理想整环 

回顾一下一些重要的代数结构的定义. 

⑴群 ( gHDlip ) 

这是最基本、最重要的代数结构. 
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群是一非空集合，其上有一个二元运算 * 满足： 

1) (封闭性）对所有 M 6 G ， 则 

ft * 6 G G . 

2) ( 结合律）对所有％ 6, c G G , 贝 IJ 

(a * 6) * c = a * (6 * c) • 

3) (有单位元） G 中存在一元素 e ， 使得对任意 a 6 G ， 都有 

e*a = a*e = a . 

4) (有逆）对 G 中每一元素 a ， 存在 G 中的元素 a - 1 ，使得 


若群还满足 

5) (交换律）对所有 M 6 G ， 有 


a * 6 = 6 * a ， 

则称 G 为 Abel 群或交换群.此时运算 * 称为加法，并用+来替代. 

若集合 G 只满足 1) 及2)，则称 G 为半群 ( semi - group ). 

(2)环 （ring ) 

环是一非空集合 i ? ，有两个二元运算，加法（记作+ ) 及乘法（记作峨 
连)满足 

1) R 对加法成 Abel 群； 

2) R 对乘法成 半群； 

3) ( 分配律）对所有 M，C 6 i ?， 贝 IJ 


(a + b)c = ac + be 及 c(a + b ) = ca -\- cb . 


若环 i ? 还满足 

4)( 交换律）对所有 a ，6 6 i ? ，有 

ab = ba . 
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则称 i ? 为交换环.若环尺中有元素 e ， 使得 

ae = ea , 

则称只 为有单位元 (identity) 的环，单位元记作 1. 

本书中讨论的大多数环为有单位元的交换环. 

使 cl = 0 的最小的正整数 c ，称为的特征 (characteristic) . 若没有这样 
的 c ， 则称 i ? 的特征为 0. 

(3 ) 整环 （ 也叫整域， intergral domain ) 

R 为交换环，非零元素 r 6 i? 称为零因子 (zero divisor) , 如果存在非零元 
素， seR , 使得 rs = 0. 

一个无零因子的有单位元的交换环称为整环. 

与之等价的说法是： 

一个满足消去律 （ cancellation law ) 的有单位元的交换环称为整环. 

消去律是：若 ％ y，r G i?，r / 0,贝 lj rrr = ry 导出 x = y . 

⑷体 （ 也叫除环或拟域） (division ring, skew field) 

一个有单位元的环称为体，如果所有非零元素全体对乘法成群.也就是有 
除法的有单位元的环. 

(5) 域 （field ) 

可交换的体称为域. 

⑹主理想整环 (principal ideal domain) 

若 R 是环， i? 中的一个子集/称为 i? 的 理想 (ideal) 若满足 

1) /对 i? 中的加法成 Abel 群； 

2) 若 a 6 I ， r 6 i ?， 贝 ！ J ar E I , ra E I . 

如果将条件 1) 易以 

1’ ） 对 I 中任意两个 a, 6, 贝 lj a - 6 6 /. 

易证条件1’)， 2) 与1)， 2) 等价.有些书上用条件1’)， 2) 来定义理想. 

若 i? 为有单位元的交换环， ^ 为 /^ 的一个子集，则集合 

01，… , s n ) = { ns ! + …+ r n s n \ri E R , Si e 5} 

为 R 的一个理想，称为由 s 生成 (generated) 的 理想. 称由一个元素 a 生成的 



§1.2 主理想整环 


理想 

(a) = {ra\r G R} 

为由 a 生成的 主理想 (principal ideal ). 

每一个理想都是主理想的整环称为主理想整环. 

今后讨论中将着重在主理想整环上进行，因此要再多说几句. 

整数全体 Z 是整环，且也是主理想整环.这是因为 Z 的任一理想/是由 
I 中的最小正整数 a 生成. 

若 F 为域，所有系数在^的单变量多项式的集合 F [ rr ] 是一个有单位元的 

交换环.若 p { x ), q ( x ) E F [ x |, 且 P ( x ) q ( x ) = 0,则有 = 0或 g ㈤ = 0,故作] 
还是一个整环.不但如此，要证明以下一条十分重要且有用的定理. 

定理 1.2.1 F ㈤ 是主理想整环 . 

证 若1是 i 7 ^] 的理想， m ㈤ 是/中最低次的首一多项式 （monic poly - 
nomial )， 即首项系数为1的多项式.首先看出，在/中，这样的多项式是唯一 
的. 若还有另一个首一的多项式 m ㈤ ，且 degu(x) = depm ㈤ ，贝 |J 

b(x) = m(x) — n(x) G I. 

将 60 r ) 乘以其最高次项系数的逆，得一首一多项式 hb )， 而 b 1 ( x ) G /,但 

degbi(x) = degb(x) < depm ( rr )， 故 b\{x) = 0,因此 b(x) = 0 ,艮 P m(x) = n(x). 

现在来证 / 由 m ( x ) 生成. 

因为/是理想， m ( x ) 6 /,故 { m ( x )) C I . 来证反方向包含关系.若 
p { x ) G J ，则 p ⑷用 m ( x ) 相除，得到 

p(x) = q(x)m(x) + r(x) 

这里 r(x) = 0 ^ 0 < degr(x) < degm(x). 由于 / 是理想，故 

r(x) = p(x) — q(x)m(x) G I. 

将 r ( r ) 乘以其最高次项系数的逆，得一首一多项式 nOr )， 而6 /.故 
0 < degri(x) = degr(x) < degm(x). 由于 m ㈤ 的次数的最小性，因之， n(x) = 0, 
故 r ( x ) = 0，即 

p(x) = q(x)m(x) G (m(x)). 

这就证明了 J C ( m ( x )). 因之 ， I = ( m ( x )), 定理证毕. 
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还可以证明，若 W ， … 贝 IJ 

〈 P 1， … ， Pn 〉 = 、gcd {[)'，••• , p n }) 

这里 gcd { p lr - , Pn } 为 Pw Pn 的最大公 因子. 

证 令/ = ( Pi ㈤ ，… ， Pn ㈤ 〉，由定理 1.2.1 知有/中唯一的一个最低次的 
首一多项式 rn ( x ) ,使得/ = { m ( x )). 由于 pi ( x ) G 〈 m ㈤ 〉，故有多项式 ai ( x ) E 
二 h ... ， n ，使得 

Pi { x ) = ai ( x ) m ( x ), i = 1， • • •，n 

因之， m ( x )\ pi ( x),i = 1，… ， n ，即 m { x ) 是 pi ㈤ ，… ， p n ㈤ 的公因子. 

若有 g ㈤ I 仍 ㈤， i = 1， … ， n ，则仍 ⑷6 ( q ( x)),i = 1，…， n . 由于 （ pi ㈤ ，… , p n ( x )) 

是包有 Pi ㈤ ,… ， Pn ㈤ 的最小理想，故 

{ m ( x )) = ( piOr )， … , Pn ⑻ ）C { q ( x )) 

因之 m ( x ) E 〈 g ㈤ 〉，即 g ( rr )| m ㈤ ，故 m ( x ) 为 仍 ㈤ ，… , p n (^) 的最大公因子. 

值得提到的是：由两个变数 x 与 y 的多项式的全体组成的多项式环 i ? = 

是整环，但不再是主理想整环. 

下面来证另一个有用且重要的主理想整环上的素元因子分解定理. 

先给出一些定义.设 i ? 是整环 

(1) r,s E r 可除 ( divide ) s ，记作 r | s ， 若存在 x e R ，使得 s = rrr . 

(2) u E R 称为一个 可逆元 ( unit ) ，若有 v e R , 使得 w = 1. 

(3) 若 a ，6 6 ， 称 ft， 6 相伴 ( associate ) ， 若有丑 中可逆元 w ， 使得 a = 

(4) 一个非零非可逆元 p e R 称为 素元 ( prime ), 若咖 6 导出咖或咖. 

(5) —个非零非可逆元 p e R 称为 不可约元 ( irreducible ) ，若 p = 4导出 a 
或6是可逆元. 

由此即可得到 

1) ueR 为可逆元当且仅当〈4 =凡 

2) r ， s 相伴当且仅当 〈 r 〉=〈 5 〉. 

3) r 可除 s 当且仅当 ㈤ C 〈 r 〉. 

4) r 真除 (properly divide)^ (IP s = xr , x 不是一个可逆元）当且仅当⑻^ 

〈 r 〉. 

对整数环 Z ，一 个整数是素元（即素数）当且仅当它是不可约元.但一般 
来说，这两者是不一致的.但对主理想整环，这两者却是一致的. 
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定理 1.2.2 若 i ? 是主理想整环，则 i ? 中的元素是素元当且仅当它是不可约 
元. 


证 若 P 是素元，令 p = 吨则 p \ ab , 因之或 p |6. 若咖 ， 贝 lj a =即，于 
是 p ：= ab = xpb , 由于是整环，故消去律成立，在上式中消去 p 后得1 = i ， 
因之，6是一个可逆元，故 p 不可约.在这部分证明中只用到了 i ? 是整环， 
并未用到 i ? 是主理想整环，故这部分对 i ? 是整环也成立.即素元一定是不可 
约元. 

来证不可约元一定是素元. 

先来证明： 若 r 6 R 是不可约元，则主理想 〈 r 〉 是极大理想 （maximal 
ideal )，即 〈 r 〉 #只，且不存在理想⑷使得 〈 r 〉 g ⑷ g 凡 

若有⑷，使得 ㈠(：⑷ C /?，则 ， r = xa,x E B . 由于 r 为不可约元，故 a 
或^为可逆元.若^为可逆元，贝由前述1)办〉 = i ?， 若^为可逆元，则由前 
述2 )，0〉=〈咖〉= 〈 r 〉. 这都得到矛盾•故 〈 r 〉 为极大理想. 

若 r 为不可约元，且 rlab , 要证 r | a 或 r |6 ， 即 r 为 素元. 由前述 3) ， 
abe ( r ). 由刚才已证的知道 〈 r 〉 是极大理想，要证 ae ( r )^ be ( r ). 

若 a _ 〈 r 〉， 由于 〈 r 〉 是极大理想，故 { a , r 、 = R , 因之， 有 x，y 6 R , 使得 
1 = xa + yr . 将此式两边右乘以6,得6 = + yr 6, 由 r | a 6 得 r\xab , 又显然有 

r \ yrb , 因此 r |6 ，即6 6 〈 r 〉. 

同样可证，若6 _ 〈 r 〉， 则有6 〈 r 〉. 这就证明了 r 为素元 • 

如果环 i ? 有理想 序列圪 / 2 ,…，满足 

A C 4+1 ， i — 1 ， 2, ... 

则称{々}为一个理想升链 (asending chain of ideals ). 先来证明：若 i ? 是主理 
想整环，则任一理想升链{(^)} 一定是有限的，即存在一个正整数 m ，使得 

( ct m ) = ~ (^ m + 2 ) = .. • • 

证令/ = 4〈^〉. 则/ 是一个理想，对于任意6, c 6 /，则6, c 分别属于某 
个 [ a j ) 与 i a k ). 不妨假设 j S 于是〈％〉 C 〈叫〉 • 因之，6 6 ( a k ),b - c e ( a k ) ，从 
M b - cel . 对于任意 deR . be 〈％〉，得 M G ( aj),db E ( aj ). 因之 bd 6 I,db 6 I . 

所以 / 是 i ? 的一个理想，由于是主理想整环，故/=〈/〉.由/的定义/属 
于某个〈^〉，从而/ C 〈 a m 〉 ， 反之， 显然 〈aj C J . 所以/ =〈^〉对于任意 
大于 m 的整数 n 有 〈aj C 〈 a n 〉C /，由 〈 a w 〉 = J , 推出 〈 a n 〉 = J 最后得到 

I ~ {^ m ) ~ (^ m + l ) ~ (^ m + 2 ) ~ * * * • 

由此可得 
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定理 1.2.3 (主理想整环上素元分解定理」若 i ? 是主理想整环，则任一 r e R 
可写成 


r = upi--p n 

这里 U 是可逆元，扒，…， Pn 是 素元. 除去排列次序及可逆元 u 外，这样的因 
子分解是唯一的. 

证 由定理1.2.2, i ? 是主理想整 环时， 素元与不可约元是一致的，故只要 
将 r G i? 分解为不可约元的乘积即可. 

若 r 6/?，如果 r 为不可约元，则定理已证.若不是，则 r = r ： Lr 2 , 而 r ： L , r 2 
都不是可逆元，若 n,r 2 都是不可约元，则定理 得证； 如不是， n ， r 2 不是不 
可约元，则 r 2 = r 3 r 4 , 而 r 3 ,r 4 都不是可逆元.这个步骤可一直进行下去，则 r 
分解为： 


r = nr 2 = ri(r 3 r 4 ) = (rir 3 )(r 5 r 6 ) = ( ， 1 ， 3”5) 卜 8) 


每步分解将 r 分解为非可逆元的乘积，但这种分解经过有限步后停止，这是因 
为： 


”2|”，等2，，6|”4,… 

故由上述 3 )， 得到一上升理想序列. 


(r) C (r 2 ) C (r 4 ) C (r 6 ) C … （ 1.2.1) 


由于所有 n 不可逆，故由上述4)，上式的包含是真包含.如果这种分解不能 
停止，则得到一个上升的理想无穷序列，这序列中的所有理想的并集 U 〈 y 记 
作％前已证明： W 仍是 i ? 的一个理想，且是主理想，设 W =沁〉，则 aeU,K 
有 n ， 使得 a 6 〈 r 2 n 〉， 于是 


U = { a ) C ( r 2n ) 

因之 〈 r 2n 〉 = (r 2(n+1) ) = …， 这与理想序列 （1.2.1) 中的包含是真包含相矛盾.于 

^ ~ ^ 1^3 ^2n—1^2n-) ^2n 不 口 J 会勺 7T2, T 己 ^1^3 ^2n—l == ^5 则 r = sr 2n . 

对 s 重复上面的证明，则可分解性得证. 

利用素元与不可约元的一致性，几乎是重复整数环 Z 的算术基本定理（唯 
一素数分解定理）的唯一性的证明，可以给出定理 1.2.3 的唯一性的证明.此 
处从略. 
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§1.3 向量空间与线性变换 

在前面第1节中已经讲到，线性代数是研究线性空间，即向量空间、模和 
其上的线性变换以及与之相关问题，如线性函数、双线性形式等等的数学学 
科. 


先来定义线性空间. 

线性空间 (linear space ) ,也称向量空间 (vector space ) ,来源于解析几何中 

三维向量空间的推广.当时向量是定义为有方向、有大小的量，现在给出的定 
义是抽象的定义，使用的范围当然要广泛得多. 

定义 1.3.1 若 F 是域，其中元素称为纯量上的一个向量空间为一个 
非空集合 F ，它的元素称为向量，有运算加法+，对 ( u , v ) E FxF ， 有 u+v e V , 
以及 F 与 F 的运算数乘，记作毗连，对 ( r , u ) eFxV,t rueV , 且满足以下 
这些条件： 

F 对+成 Abein ^ 

幻 F 对 F 的数乘满足：对所有的 r，s e P ， 6 V ■有 
分 配律： 

r(u + v ) = ru + rv , 

(r + s)u = ru su , 

结合律： 


( rs)u = r ( su )^ 


这样定义的向量空间当然要比解析几何中定义的向量空间要广泛的多. 
例如： 

1) 若 F 为域，所有将 F 映到 F 的函数的全体是一个向量空间. 

2) 所有元素 ( entries ) 取自域 F 的 mxn 矩阵的全体，对矩阵的加法与矩 
阵的数乘成一个向量空间，记作若 m = n , 则记作 M n ( F ). 

再来定义线性变换. 

粗略的说，线性变换是将一个向量空间映到另一个向量空间，且保持向量 
空间中的运算的映照射. 

定义 1.3.2 若 V ■与 W 是域 P 上的两个向量空间，映射 r : V ^ W 称为 线性 



. 10 . 


第一讲弓 I 言 


变 换 (linear transformation ) ，若对任意的 r，s 6 jP 及 u，v 6 F ， 有 

r(ru + sv ) = rr ( u ) + sr ( v ). 

记从 F 到 W 的线性变换的全休为 C ( V , W ). 

称线性变换 t:!^- 为 F 上的 线性算子 (linear operator ) •记 V 上所有 
的线性算子的全体为 c(v). 

在各种代数结构中，就有一种结构叫代数，定义如下. 

定义 1.3.3 若 F 为域， F 上的一个代数 (algebra)A 为一个非空集合人且有 
两种运算为：加法 （ 记作+ )，乘法 （ 用®比连表示），和 F 对 Z 的运算数乘（也 
用毗连表示）满足以下规律 

1) 对加法与 P 对 j 的数乘，/是一个向量空间； 

2) 对力 Q 法与乘法，/是一个有单位元 的环； 

5) 若 r 6 _F 及 a， 6 6 乂，有 


r ( ab ) = ( ra)b = a ( rb ). 

也就是说：代数是有向量乘法的向量空间，代数是可以对每个元素进行数 
乘的环.也可以说代数是既是向量空间又同时是环，是向量空间与环的结合. 

若 F 是 P 上的向量空间，对于 £( F )， 取 C(V) 中两个元素的乘法为函数 
的复合，取 C{V) 中的恒等映照为 C(V) 中乘法的单位元，则容易验证： OV) 
的确是 F 上的一个代数.这个代数的元素是 £( TO 的元素.当然，还可以有其 
它的代数，如李代数， Clifford 代数等等. 

线性变换与向量空间是是相辅相成的，是相互依存的.向量空间是线性 
变换的载体，没有向量空间，线性变换无用武之地，对它进行研究也就没有多 
大意义.反之，向量空间本身如果没有线性变换作用在其上，则向量空间是死 
的，没有多少话可说. 

如在第1节中所说的，近世代数的主要内容是集合及这些集合上的代数 
运算.集合本身和作为代数运算的载体的集合是不加区分的，故实质上研究的 
是代数运算本身.而线性代数实质上是在研究 £( F ). 如上所述， £( F ) 的确是 
一个代数. 

讨论带有一个线性变换 t 的线性空间 [ 从模的观点看就是讨论上 
的模.这就是本书从模的观点来讨论线性代数的出发点. 
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§1.4 同构、等价、相似与相合 


若 S , T 为两个集合，/ : S T 为从 S 到 T 的一个映射. 


称 / 为 单射 ( injective ) 或一对 一 （one to one ), ^ x^y ^ f ( x ) ^ f ( y ) ; 
称 f 为 满射 ( surjective ) 或映上 （ onto ), 若 f ( S ) = T ; 

称/为 双射 ( bijective ) 若/既是单射又是 满射； 

称 /⑹ = { f ( s)\s 6 *9} 为 / 的 像 ( image )， 记作 


若％ W 是 F 上两个向量空间， t 6 L(F, W), 称 {a S\f(s) = 0} 为/的 
核 ( kernel ), 记作 ker(f). 则有 

1) r 是满射当且仅当 im(r) = W; 

2) r 是单射当且仅当 ker(r) = 0. 

若线性变换 t 6 £( F , W ) 是双射，则称 t 为从 F 到 W 的同构 ( isomorphism ) 

变换，称 F 与 W 同构， 记作 

同构是线性代数中极为重要的概念，两个向量空间是同构的，则有线性 
变换，使这两个空间的点 一一 对应，且还保持线性不变.这时我们往往将这两 
个向量空间视为同一个.如对向量空间进行分类，就是指在同构意义下的分 

类. 


更一般地，有等价关系. 

若 S 是一非空集合， S 上的一个二元关系〜称为 S 上的等价关系 ( e qi va l ence 
relation ), 若它满足如下三个条件： 

1) 自反性 （ reflexivity ) :对所有 a e S , 有 a 〜 a ; 

2) 对称性 (symmetry): 对所有 a, 6 G 5 , 有 a 〜 b 今 b 〜 a ; 

3) 可递性 (transitivity): 对所有 有 a 〜 b，b 〜 c 今 a 〜 c • 

若 a 6 5"， 集合 [ a ] 二 {6 6 * S |6 〜 a } 称为 的等价类 (equivalent class ). 

若 S 是非空集合， S 的一个划分 （partition ) 是 S 的一个非空子集的集 
合{先，…，為 I ， … } 满足 

1) Ai nAj = cf > 对所有 i / j 都 成立； 

2) 5 =灿...队1>... 

这些為 ， i = 1,…， n ， 称为 l ^( block ). 

显然，若〜是^的一个等价关系，则对〜所得到的不同的等价类是 S 划 
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分的块，反之，若 P 是 S 的一个划分，定义 

a 〜 b 分 a , 6在 P 的同一个块中 

则〜是等价关系，它的等价类就是 P 的块. 

于是， S 的等价关系与^的划分是 一一 对应的. 

设〜是 S 的等价关系， S 的一个子集 C 称为对〜而言的 标准形式 (canonical 
form) ， 若对每一个 s 在 C 中有唯一的一个 c ,使得 c 〜 

显然，对于向量空间，同构就是等价关系，在后面几讲中，将讨论在这个 
等价关系下，向量空间的标准形式. 

若 A B 6 Mn(F), 称 A 与 B 等价 （ equivalent ), 若存在可逆阵 P ， Q ， 使得 

A = PBQ ; 

称 A 与 B 相似 (similar), 若存在可逆阵 P ， 使得 

A = PBP - 1 ; 

称 A 与 B 相合 (congruent ) ， 若存在可逆阵 P ， 使得 

A = PBP t , 


这里 P T 为 P 的转置. 

易见，这三种矩阵的关系都是等价关系.由于在一个有限维向量空间上同 
一 个线性算子在不同的基下所对应的矩阵之间的关系是相似关系（见第三讲1 
节).本书的第五讲中将给出相似关系下的标准形式.在一个有限维向量空间 
上同一个双线性形式在不同基下所对应的矩阵之间的关系是相合关系（见第二 
讲 3 节 3)). 本书的第二讲中将给出相合关系下的标准形式.在两个有限维向 
量空间之间的线性变换，在这两个向量空间的各自取定的基下所对应的矩阵 
之间的关系是等价关系（见第三讲1节). 

若 A G M n ( F ), 熟知对 A 有三个初等 运算： 1) 对 A 中的一行（列）乘以 
非零的 r G F;2) 将 A 中的两行（列） 交换； 3) 将 A 中的一行（列）乘以非零的 
reF 加到另一行（列）上•对 A 进行行（列）的初等运算相当于对 A 左（右)乘 
以相应的矩阵.不难证明：任意经过行与列的初等运算都可以变 

为 N k =(^ 9，这里^^^4为^^&的单位阵.因之，在等价关系下， 
矩阵的标准形式就是 A ； -0,l,2, ••- ,n. 
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§2.1 基与矩阵表示 


在本书一开始，就明确 提出： 线性代数是研究线性空间，即向量空间、模 
和其上的线性变换以及与之相关问题的数学学科.在第一讲第 3 节中，定义 
1 . 3.1 以及定义 1 . 3.2 分别给出了向量空间与线性变换的定义.在这一讲中，将 
仔细讨论向量空间. 

关于向量空间有以下这些常规、常用的定义. 

1) 5是域^上的向量空间 F 的 子集， 如果将 F 的加法与^对 y 的数乘 
限制在 S 上， S 也成为一个向量空间 ，则称 S 为 F 的子 空间. 

2) 若％，…， F n 是域 F 上的向量空间，令 

V = {( 仍， … ,v n )\vi 6 = 1 ， … ， n} 


且在其上定义加法 

(以 1 ， • . . ， U n ) + (外， ... ， v n ) — (^1 + ^ 1 , ••- , u n + v n ) 

F 对 F 的数乘为 

咖，… , v n ) = ( m ，... , rv n ) 

这里 reF ， 则 F 成为一个向量空间.称为向量空间 K ，…，的直和 (direct 

sum ), 记作 

V = Vi ㊉ … ㊉ . 

3) 向量空间 F 中的一个非空子集 S 称为线性无关的 (linearly independent ) 

如果由 

r \ v \ + … + r n v n = 0 

可导出 n =…= r n = 0,这里 Vi 6 V，ri 6 F，i = 1，…， n . 

V 中一个子集如果不是线性无关，则称为线性相关 (linearly dependent ). 

4) 向量空间 V 的一个集合 T 称为张成 ( Span ) F ， 如果 y 中的每个向量可 
以写成 T 中的一些向量的线性组合，即对每个〃 6 V ，可以写成 

^ = ^ 1^1 + • • • + ^ 771^771 • 


这里 Vi e F,Ui eT,i = l r - , m . 


13 
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向量空间 y 中由子集^所有元素的线性组合的全体组成 F 中的一个子 
空间，记作 


{ S ) = span ( S ) = {nvi + ... + r n v n \ri e F,Vi e 5} 

5) 向量空间 F 中的一个线性无关且张成 F 的子集，称为 F 的基 ( basis ). 向 
量空间 F 的基的基数 ( cardinality ) 称为 V 的维数 ( dimension )， 记作 dim ( F ) •当 
基为有限集时，这就是基中元素的个数. 

这样定义的基是否存在？这样定义的维数是否合理？ 

先证除了零空间 {0} 之外，任意向量空间一定存在一个基. 

设 F 是非零向量空间， F 中线性无关的子集的全体记作儿任取一个非 
零向量组成的集就是一个线性无关子集，故乂非空，若 Ti C / 2 C …是 F 

中线性无关子集的一条链，则 = 乃为一个线性无关子集，故任一条链 

必有上界.因之，由 Zom 引理， （ Zom 引理： 若 P 为一个偏序集合 （partially 

ordered set ) ,每个链都有上界，则 P 有极大元 .） /必有最大元，即 F 有极大 
线性无关集 （maximal linearly independent set ) ，即 *5 是线性无关的，但任意 

真包有^的集一定不是线性无关的，于是^ 一定张成 [ 若不然，必有向量 

它不是 S 中的向量的线性组合.于是是真包有$的线性 
无关集，得到矛盾.这就证明了向量空间基的存在性。 

再证这样定义的维数是合理的. 

先来证明如下的结果. 

若 F 是一向量空间,而向量外,…，〜是线性无关的，向量的，…，〜张 
成 K ，则 rz < m . 

先列出这两个向量集 


si, … 


vi 


将后一个的移到前一个，成为 


由于仏 …，张成 V ， 故％ 可表为仏…，~的线性组合，故可以从心 i = 
1,…， n 中移走其中的一个，例如这样使移走&•后的前一个向量集仍能 
张成 F ， 得到新的两个向量集 
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其中％ 表示巧 已被移走，再将 〜-1 从后一个集合移到前一个集合，得 

幻 n-l，Vn，Sl，... ，%，... ，Sm; 幻1，… ， V n —2. 

同样理由可从前一个集合移走某个4，使得移走后的前一个集合仍可张成 
V ，得 

幻 n-l， 衫 n，Sl， …，彡 j， …，4,…5 s m] 竹，…，” n-2 

这个步骤可以一直进行下去，直到所有的 ％ i = 1，…， n ， 或所 有的郎 Z = 
1,…， m 全部移完.这一过程称为对向量集 { si , … , s m } 进行 Steinitz 替换. 
若所有的 二1 ，... ，m 首先移完，即 m < n 则前一个集合只是后一个集合 
V ! V n 的一个真子集，而这又张成 F ， 这与^ …，％ 是线性无关相矛盾， 
故必须是 m>n. 

由此结果立得： 

若 f 由有限个向量所张成，则 v ■的任意两个基有相同的基数，即在此情 
形，维数的定义是合理的. 

若 F 有无限个向量所张成，必可证明同样的结论。这里就从略了. 

6) 若 S 是域 F 上的向量空间 F 的子空间， u , veV ,^ u - veS , 则称 u 

与 v 同余模 S (congruent modulo S), i 己作 

u 三 v, mod S. 

将所有与〃同余的元素的全体记作 M ， 即 u M 当且仅当 u 三％ mod *5. 称 
M 为向量空间 V ■中 *5 的一个陪集 (coset). 同余是一个等价关系，它将 V 进行 
划分， M 是块.若是对同余而言的标准形式，则陪集的全体可记作 

V/S - + S\v e F *}. 


在 V / S 中定义加法为 


(^ + 5) + (v + 5) = (w + v) + 5 , 


F 对 F / S 的数乘为 

r(u + 5) = ru + 5 , 

则 V / S 成为一个向量空间，称为 V 模 *5 的 商空间 (quotient space of V modulo 

SY 


由以上这些定义，可以得到 
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1 ) 如果^是域 F 上 n 维向量空间 F 的集合，则以下叙述是等价的. 
①5是 F 的基； 

© V 中的每一向量 v 可唯一的写为 

v = rivi H - h r n v n ， 


这里 Vi e S，ri e F，i = …， n . 

③ S 是 F 中最小张 成集； 

@ S 是 F 中最大线性无关集. 

2 ) 若 S 与 T 为有限维向量空间 y 的两个子空间，则 

dim ( S ) + dim ( T ) = dim(S + T ) + dim(S fl T ). (2.1.1) 

3) 若 V 是域 P 上 n 维向量空间 ， B = (6 l5 • • •，6 n ) 是 F 的一组基，则对 
每一个向量切6 y 存在唯一的一组数 （ ri ，… ， rn ) ，使得 F 可以写成 

’ 、 

w = nbi + …+ r n b n = ( 61 , …， 6 n ) : 

\ Vn / 

故对基 i ? 来讲，切可用列向量 （ n , …， r n 严表 示之，记作 Ms ，称为切在基 
B 下的 坐标. 如果 C = { ci ，…， c n } 也是 F 的一组基，则存在唯一 n X n 可逆 
矩阵构/ =(先，…，4)，这里為 L ， …， 4 为 n 个列向量，使得 

w]c = Msfi[^]s - 

取 w = ~，则得到 4 = [ bi ] c^i = 1 ， … ， n ，即 Msfi = ( Pik ， …， [ K ] c )- 

若 V ■是域 F 上 n 维向量空间， i ? 是 F 的一组基，考虑映照 ch'V — F n , 

— [^] b -> 这里 v EV . 易证： 如 是 V 到的同构映照 ，即知 是双射且 
是一个线性变换.因之， F 与是同构的.因之，有 

定理 2.1.1 域 F 上 n 维向量空间 V 同构于 F n .域 F 上两个向量空间同构当 
且仅当它们的维数相同. 

这个定理告诉我们：在同构意义下， n 维向量空间只有一个，即为大家 
+分熟悉的 P n . 
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§2.2 对偶空间 


有了线性空间，即向量空间，首先要讨论的是其上的最简单的一类函数， 
线性函数. 

定义 2.2.1 若 F 是域 F 上的向量空间， 轟数 称为 F 上的线 性轟数 
(linear function ) 氣 线件泛雨 (linear functional ) ,如果对任意 s E F , u^v E V 

有 

f{ru + sv ) = rf ( u ) + sf ( v ). 

V 上所有线性泛函的全体记为 F *. 若 f，g G V ' 定义加法为：对任意 
veV , 

(/ + p) ㈤=/ ⑻ +5㈤ ， 

F 对的数乘为：对任意 reF.veV 

( r /) ⑻二 rf ( v ). 


易见这样定义了加法与数乘之后， P 也是一个向量空间.称为 V 的对 

偶空间 (dual space ). 

设 F 是一个 n 维向量空间 ， B = (外,… ，〜） 是 F 的一组基.对每个 
m …， n , 可以定义一个线性泛函 < 6 F *， 使得 

vl{v 3 ) - i，j = 1 ， … . ， n ， （ 2.2.1) 

这里 心是 Kronecker 函数，即= M 勿. = 0 ,i / j . 易证 = 何， … ，<} 是 
F * 的一组基，称 i ?* 为 i ? 的 对偶基 (dual basis ). 

由此立得 dim ( V ) = dim ( V ，. 

由于 P 也是向量空间，故 P 有对偶空间 F ** = ( F *)*. 若 y 是有限维向 
量空间，则 

dim ( V ^) = dim ( V ^) = dim { V ) , 

因此由定理 2.1.1 知： 对有限维向量空间 F ， 有 F ** « K 

若丁 1 : V = x i v i E V ^ v * = Y , x i v i G 由于 dim ( V *) 及定理 

i=l i=l 

2.1.1， n 是一个同构映照，且 y S y *. 对任意 u = E y 3 Vj 6 V ，由 （2.2.1), 

i=i 

⑻ =E x i v t( u ) = E x i v i ( E Vj v j ] = E x iVi- 

i=l i=l \ 7=1 / i=l 
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同样对每个 <， i = 1，…， n ， 可以定义一个线性泛函6 y **， 使得 

i,j 二 h …， n 

这里心是 Kronecker 函数. 易证 5** = «， … ，0是 V **的一组基，为 

的对偶基. 

若丁2 : V * = E Xivl G V * -> ^；** - G y **, 与上面同样理由， 

i=l i=l 

r 2 是一个同构映射，且 P ^ y **. 对任意 w 6 P ， 由 （2.2.1) 知： 

i—1 

w(vj) = Yl z i v i( v j) = z r 故 w = ^2w(ViX 于是 v**(w) = T, x i v V( w ) = 

i=l i=l i=l 

E x i v T ( E ^{Vj)v* ) = XiW(Vi) = W x i v ij = w ( v )- 
i—1 Vj=l J i—1 \i—l ) 

令 T = 丁2丁1, 则 T : V F ** 是一个同构映射，且 T ( V ) = T 2 ( t 1 ( v )) = T 2 ( V *) = 

对每个 v G F 都 成立. 已证 v ^( w ) = w ( v ) 对每个 w EV * 都 成立. 由上 
述两式可见， V 在 F 到的同构映射 T 下的像不依赖于 F 中基的选取. 
称这样的同构映射为 自 然同构映射. 在这样的自然同构映射下，可以把〃与 
r ( v ) = 等同.从而把 y 与等同起来.也就是可以把 y 看成的对偶 
空间.这样 r 与互为对偶空间.这就是把 F * 称为 y 的对偶空间的原因. 

例如参阅本节下面的 4), 第三讲2节®,⑦， ®. 

一 个十分重要的线性泛函是零化子. 

定义 2.2.2 若 M 是向量空间 F 的非空集合， V * 中的集合 

M ° = e F *|/( M ) -0} 

称为 M 的 零化子 ( annihilator) , 这里 f[M) = {f(v)\v E M}. 

关于零化子有如下一些结论. 

1) TkT 是 F * 的子空间，即使 M 不是 V 的子空间. 

2) 当 M 是 n 维向量空间的子空间时，有 

dim(M) + dim(M°) = n . 

证 若 W = { 的，…，叫 }是厘的一组基， 将以 扩充为 

^ — {乜1， ... ，H … ^ n - k } 

使 S 成为 F 的一组基，则 
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是 i ? 的对偶基.来证 K ， …，<_&}是从°的一组基.显然它们是线性无关的， 
只要证它们张成 

若 / gm °, 则 / gf *, 故/可写成 

/ — ^ 1^1 + …+ + + ... + S n -k^n-k 

这里 n G F，i = 1，…， k，Sj 6 F，j = 1 ，…， n - k . 由于 / G M 。， 故 /( 叫 ）= 0,但 
f ( uk ) = r “ 故 ri = 0 ，i = 1,- .， k . 因之， 

f = ^1^1 + • • • + Sn—k”n—k 

于是 K , •• - ,<_；,} 张成 w °. 因之 2 ) 得证. 

3) 若风 TV 是向量空间 F 的子集，且 M C iV, 则 

N° CM° . 

4) 若 F 是有限维向量空间，如视 F ** 与 y 等同，则对 y 的任一子集 M , 

都有 

M 。。 二 span(M). 

若 S 为 y 的子空间，贝 IJ 

S°° = S • 

5) 若是有限维向量空间的子空间，则 

(5 nT )° = 5 0 + t° 及 （5 + r )。 = 5° n T 0 . 

6 ) 若向量空间 V 是它的两个子空间 S 与 T 的直和，即 F S ㊉ T ，贝 IJ 

® « T° ^ T* « 5°; 

@ (5 ㊉ T )* = 5 。㊉ r °. 

证先证①. 

若/ 6 T 。 C F *， 贝 lj /(T) = 0, 定义映射 

丁 •• f 4 f\s 

即将/ 6 r ° 映为/在 s 上的限制，显然 ， /U 6 V ，故这是 t ° 到 y 的映射， 
易见这是线性的. 

若 /U = 0, 则 /(*?)= 0, 而已知 f(T)=0, 这导出 f = 0. 故映射 T 是单 
射. 
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若 geS ' 定 Xf 为 

f{s + t) =g(s) 

这里 SESTET , 显然，/ G F * . 由于/(0 + t ) = g (0) - 0对所有 f 6 T 都成 
立，故/ 6 r 。， 而 /Is = 5 ,故任给 ges ^ 就有 / GT ° CF *, 使得 /U = 9,故 
丁 为 满射. 因之， T ° « 5* . 同样可证： T * 〜 S 。• 

再证 

若 / 6 y n T 。， 则 f(S) = o 及 f(T) = 0,故 / = o ，即 y n T 。 = {0} •而 
s °， r ° 是 y * 的子空间，故0? ㊉ r )* d ㊉ r °. 

若/ 6(5 ㊉ t )' 定义 

g(s + t) = f(t), h(s + t) = f(s) 

这里 s E S,t e T , 显然， g,h 6 OS ㊉ T )*. 由于 g(S) = 0 及 /^ T ) = 0,故 

geS ^ heT^M 

f(s + t) = f (s) ~\r f (t) = g(s + t) +h(s -\rt) = (g-\r h)(s + t). 

因之，/ = 5 + &€5°07°，于是 （S ㊉ IT CS ° ㊉ T ° 这就得到 ©• 

§2.3 双线性形式 

在上一节中，讨论了向量空间上最简单的一类函数，线性函数，即线性泛 
函，对有限维向量空间证明了它的对偶空间的对偶空间同构于它自己.还定义 
与讨论了对偶空间中一类重要的子空间，零化子空间，这在今后十分有用. 

讨论了线性函数，顺理成章的是讨论向量空间上的双线性形式及二次型. 
在这一节中，讨论的向量空间全是有限维的. 

定义 2.3.1 若 y 是域 F 上的向量空间，映照 〈，〉 ： y x F -> P 称为 双线性形 
式 (bilinear form) , 若对每个坐标而言都是幾性西数，即对任意 G F,x ， y，z 6 
F 有 

(ax + /3 y , z) = a(x^ z) H - /3(^, y) 

及 

ax + /3 y ) = a(z^ x) + f3{z, y). 

(x^ x) : x EV 称为 F 上的 二次型 _(quadratic form). 

如果对任意 T ， y ， 6F ， 有 


〈 rr ， y 〉= { y , x ) 
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则称 〈，〉 为 对称 ( symmetric ) 双线性形式； 

如果对任意 rr ， y，G F ， 有 

y ) = ~( y ^) 

则称 〈，〉 为 斜对称 ㈣ ㈣ ， mmetric 」 双线性 形式. 

设 F 的特征不等于 2. 易见，〈，〉是斜对称的当且仅当：对任意的 z G F 

有 { z , z ) = 0. 

证 若对任意的有= 任取 Ayey ，则 

0 = { x ^- y . x -^ y ) = { x , x ) + { x , y ) + ( y , x ) + ( y , y ) - { x , y ) + ( y , x ), 

即 { x , y ) = - 〈 y ， r 〉， 故〈，〉斜对称.这部分对任一特征均对. 

若〈，〉斜对称，则对任意 x EV , 有 〈 r ， x 〉 = - 〈 rr ， r 〉 ，即 2 ( x , x ) = 0,由于 
F 的特征不等于2，从而〈4心= 0. 证毕 • 

若〈，〉是向量空间 K 上的一个双线性形式，则对任意的有 

㈣ 〉= y 〉 + iy ^)) + |(〈％ y 〉- 〈?/，$〉)• 

ifi { x , y)i = ^({ x , y ) + { y , x )), { x , y ) 2 = \{{ x , y ) - { y , x )). 于是〈， 〉 i ， 〈， 〉 2 分别为 

V 上的对称双线性形式及斜对称性双线性形式.故特征非2的域上 F 的任一 
双线性形式均可写成对称双线性形式与斜对称双线性形式之和.因之，我们只 
讨论对称双线性形式及斜对称形式. 

2) 在向量空间 F 上，如果定义了双线性形式〈,〉，则称 （ F , 〈，〉）为 度量向 
量空间 (metric vector space ) ,有时就写成 V . 而取定的双线性形式〈,〉称为度 
量空间 F 的度量.一个度量向量空间称为非奇异的 ( non - singular ) ,若对任意 
v e v , { x , v ) = o 可以导出^ = 0•若 { V , (,)) 是非奇异度量向量空间，且〈，〉是 
对称的，则称（％〈，〉）为域 P 上的 对称度量向量空间， 也称 K 是 F 上的正 
交几何 (orthogonal geometry ). 若 ( V , (,)) 是非奇异度量向量空间，且〈,〉是斜 

对称的，则称（％〈，〉）为域^上的 斜对称度量向量空间， 也称 F 是 F 上的 

辛几何 (sympletic geometry ). 


我们只要讨论正交几何与辛几何即可. 

在非奇异的度量空间上，上一节所讨论的线性泛函，都可以用双线性形式 


来表示之. 
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定理 2 . 3 .i ⑼化於表示定理）若 （ v ，〈，〉） 是有限维非奇异的度量向量空间，任 
^ / G F * ,则一定存在唯一的向量使得 

/⑻= { v , x ) 


对所有的^ G F 都成立. 

证 若映射定义为 

(px(v) = {v,x) 

易证 ^ x ev \ 故可定义函数 T : F 4 F * 为 


r ( x ) = cj) x 


显然，这是线性的.由于 F 是非奇异的，故其核 

{^G v \ cf> x = 0 } =忙 e F | 对所有的 V e F ， 有= 0 } 

是 F 的只含有零向量的子集，故7•是单射. 

丁 可以在整个 F 上定义，而已知 dim ( V ) = dim ( V ，, 故 t 在 F 上是 满射. 
而 T 在 y 上是单射，因之， T 是一个同构映射，将 F 映到 P ， 即 F 的任一 
个线性泛函都是形为 么， 这里^ G F ， 证毕. 

Riesz 表示定理告诉我们， 在有限维非奇异的度量向量空间，其上的线性 
泛函只有一类，那就是定义度量向量空间的双线性形式. 

3 ) 若 （ F ，〈，〉） 是 n 维度量向量空间，石二 ㈧ ，…， M 是 V 的一组基于 
是〈，〉完全可以由 nxn 矩阵 


Mb = (aij) = [(bubj)) 


来决定， Mb 称为双线性形式〈,〉在基 S 下的矩阵. 


^ x,y ev , ^ 



则 


〈4 2 /〉 = H ^ iyj ( bubj ) = [ x ]% M B [ y] B 
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这里 [x]b\v]b 表示在基6下的坐标，即 



’ yi 、 

參 

\ y n / 


如果〈，〉是对称的，则是对称矩阵，即= 1，…， n . 如果〈，〉是 
斜对称的，则是斜对称，即％ = 0, aij = - aji(i ^ = 1，…， n . 


若 C =(〜•••， c n ) 是 V 的另一组基，则由第一节的最后知，对任意 
有 


v]c = Mb 


及 

[v]b — [^}c - 


于是 


〈 rr ， y 〉 二 [x]^M B [y] B = [x\l M C ， B [y]。= [x]cM c [y]c • 


这就得到 


Me = b MtsMe^B - 


也就是说，骑：与 Mg 是相合的. 

4) 要弄清楚对称的、斜对称的双线性形式一共有多少，也就是在相合的 
意义下双线性形式的矩阵有多少标准形式，这是线性代数最基本问题之一. 
要引入正交的概念. 

向量^与向量 y 称为 正交的 (orthogonal) ， 记作 rr 丄 y ， 若 {x,y) = 0. 对于 
对称双线性形式及斜对称双线性形式，显然有$丄 y 当且仅当 y ^- x . 

称 S ， T 是度量向量空间 （ F ，〈,〉） 的两个子空间，称它们是正交的，记作 
S±T, 若对所有的 seS'teT, 都有 (s,t) = 0. 

集合 {” G 丄 *9} 称为 S 的正交补 (orthgonal complament), 记作 S 丄•若 

( F ，〈，〉） 是度量向量空间，兄 T 是它的子空间，并且 V = S ㊉ T ， 及^丄 T , 则称 

V" 是 *5 与 T 1 的正交直和 (orthogonal direct sum), 记作 S @T. 

定理 2.3.2 ^ ( F ,〈，〉） 是非奇异的度量向量空间， 5 是 F 的子空间，则 F = 
5①5丄 当且仅当 5 非 奇异. 

先来证明重要的秩与零度定理. 

若 F, W 为两个向量空间 t G C(V,W) ,则有 ker(T) 与 im(r) •称 dim(ker (丁 )) 
为丁 的零度 (nullity) ,记作 nn"(T )， 称 (丁 )) 为 t 的秩 (rank) ,记作 rk(r). 
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定理 2 . 3.3 (秩与零度定理）若 t 6 £( F ， W )， 则 

rk ( r ) + null (丁、= dim ( V ) • 


证 由于 T G £( F , W ) ，故 ker(r) ^ F 的一个子空间，于是有补 ker (丁) ' 

即 

V = A;er(r) ㊉ ker(r) c . 

设 / C 是 kr ( r ) 的基. C 是 kr ( T ) c 的基. 由于 = 0 及 / CIJC 是 7 的基， 
故 

dim(V) = dim(ker (丁 )) + dim(ker(r) c ). 

将 T 限制在 kr (7 T 上，记作 T -, 则易证 

丁 c : ker(r) c im{r) 


是同构. 

先证 f 是单射. 

若 r 6 A ; er ( r ) e ，且 r c { v ) ^ 0, 由于 r e 是 t 在 ker ( r) c 上的限制，故 t ⑻= 0. 
于是 r 6 ker ( r) c fl ker [丁 )，从而 v = 0. 

再证 f 是满射. 

若 t(v) G im(r), 贝 ! J v 二 w + 切， 这里 u G ker ( r)^w G ker ( r ) c . 于是 

t(v) = t{u) + t{w) = 丁 (w) = t c {w)^ 

从而 T(v) 6 im(T e ) ，即 im{r) C im(r e ) ，而 im{r c ) C im (丁) 是显然的，故 im(r) = 
im(T c ). 因之 r e 是将 ker ( r) c 映到 im{r) 上的满射， r e 显然是线性的，故 r e 是 
A : er ( r) c 到 im(r) 的同构映射，即 ker ( r) c ^ im{r). 

从而定理得证. 

由定理 2.3.3 可得一系列重要推论. 

①若7~ 6 £( V , W )， 且 dim ( V ) =也 m ( W ) < oo , 则 7* 为单射当且仅当 T 为 
满射. 

© (第一同构定理）若 T 6 £( F , W )， V / ker ( r ) 是 F 模 ker ( r ) 的商空间，则 

V / ker { r ) « im { r ). 

证 映射： t 7 : V / ker ( r ) W 定义为 

r (v H- ker ( 丁 )） = 丁 ( v ). 
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先来证这样定义的？是有意义的，这就要证明 ：^ u,v EV , 且 r + A : er ( T ) = 

u + Aerb ) ，则 t'{v + ker ( r )) = r'{u + ker ( r )); 这也就是要证明 ： v + ker ( r ) = 
u + A : er ( r )， 则 t ( v ) = r ( w ); 也就是要证明 ： v - u e A ; er ( r )， 则 t(v — w ) = 0,这 
是当然成立的，故这样定义的/是有意义的，且/是单射. 

显然 V / ker ( r ) -> W 是一个线性变换，由定理 2.3.3 R r 7 是单射，知 

= dim ( V / ker [ T )), 但 im(r’) = {r’(v+A:er(T)| / ?; 十 A:er(r) G V / ker ( r )} = 
{t{v)\v eV }= im ( T )， 故 

V / ker ( r ) ^ im { r ). 

@若3是向量空间 F 的一个子空间， V 是 S 的补，则 

V/S ^ s c , 

且 

dim ( S ) + dim ( S c ) = dim ( V ). 

证 7中任一向量可以唯一地写成 v s + /，这里 s 6 .定义 

线性算子 P ' vsV 为 

p(x + s c ) = s c , 

这样定义的 P 是有意义的，显然 

im ( p ) = S ' 

及 

kerp = {5 H - 5 C G V \ s c = 0} = 5， 

故由第一同构定理，得 F/S a V . 由定理 2.3.3, 得 

dim ( S ) + dim { S c ) = dim ( V ). 

由第一同构定理还可导出 

@(第二同构定理）若 y 是一个向量空间， S ， T 为 V 的两个子空间，贝 IJ 

S + T _ S 
T ^ SDT ' 


® (第三同构定理）若 y 是一个向量空间， 
则 



Sere V 均为 y 的子空间, 
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@与®的证明从略. 

现在来证明定理 2.3.2. 

先来证明：若^是非奇异的度量空间 F 的一个子空间，则 

dim(S) + dim{S^) = dim(V) . (2.3.1) 

证 对每个 〃 6 y ，在 S 上定义线性泛函 如 ' S 4 F 为 

显然 A e y . 定义映射 T : f -> y 为 

t(v) = (j) v ^ 

显然这是一个线性映射，且 

{v E V\(t> v =0} = {ve F | 对所有的以 6 兄 (u,v) = 0} = 5 丄 . (2.3.2) 

此外，由定理2.3.1， V 中任一线性泛函均可用 S 上的双线性形式来表示之， 
故小： *5 4 W 是满射，从而 

im{r) = 5* . 

由定理 2.3.3 知 

dim{ker{r)) + dim(im(r)) = dim(V). 

而 dim(im(T)) = dim(S*) = dim(S), 由式 （2.3.2) ， ker(r) = 5^, 故式 （2.3.1) 得 
证. 

由式 (2.3.1) 可证定理 2.3.2. 

由式 （2.1.1) 及式 （2.3.1) 知 


dim(S + 5 丄 )= dim(S) + dim(*S 丄 ) 一 dim(S fl S^) = dim(V) — dim(S fl 5 丄 ). 

若 5 是非奇异的，则 sns 丄= 0,因之 ， y = 5 ㊉5 丄，这就证明了 F = 丄. 

反之，若 *5 不是非奇异，则成立. 

5) 有了这些做准备，就可以讨论正交几何与辛几何的正交分解，也就是 
定出了正交几何与辛几何的标准形式. 

先来讨论辛几何. 
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若 (V ， 〈 ， 〉）为辛几何，由于〈,〉是斜对称的，故对每个^ 6 y 都有 k 4 = 0, 
取定一个 0)gf, 由于 f 是非奇异的，故一定存在一个〃使得 M 妾 0. 
考虑以（％4为一组基的二维子空间丑，则 

(u : u) = (v^ v) = 0 . 

而 { u , v ) = a # 0 ,以来代替 r ，就有 

{n,v) = 1 , {v,u) = -1 

于是在丑的基 ( n ,^) T (,) 的矩阵为 

m O 

由于 y 非奇异，故由定理 2.3.2 ， 可将 F 进行正交分解： y = H®H 丄， m H 丄 
仍是非奇异的斜对称度量向量空间，仍可对丑 1 进行这样的正交分解.重复这 
样的步骤，由于 F 是有限维的，故 F 最终可正交分解为 


F =历①迅①…①毋 • 

归纳起来为： 

定理2.3. 4 若 （ F ，〈，〉） 为非奇异的斜对称度量向量空间，则 F 可正交分解为 

F = 巩① 迅①…①迅 


这里 = ， k 为二维斜对称度量子空间，其〈，〉对应的矩阵为 



也就是说，在 F 中取到一组基，使得〈，〉的矩阵为 



因之，非奇异的斜对称度量向量空间都是偶数维的. 






.28 . 


第二讲向量空间 


用矩阵的语言表达为： 

若 P 是一个 n 阶非奇异的斜对称矩阵，则 P 相合于 M ，即存在 n 阶非 
奇异矩阵 Q ， 使得 




0 




0 



Q. 



非奇异斜对称矩阵矩阵一定是偶数阶，即 n 是偶数. 

6 ) 再来对正交几何进行正交分解. 

若（％〈，〉）是一个非奇异的对称度量向量空间，则存在 0) EV 使得 
( u , u ) ^ 0 . 这样的 u —定存在，否则 <，> 是斜对称的.由^生成的子空间 
S = span { u } 是非奇异的.由于7是非奇异的，由定理 2.3.2 ,有正交分解 
y = 而 Si 仍为非奇异的对称度量向量空间，仍可以对 Si 进行这样 

的正交分解 

F = 5 ① T ① T 丄， 

这里 S ， T 均为一维子空间，重复这样的步骤，可得 


F = A ①&①…① 

这里&为由 向量叫 生成，且 {iH ， Uj ) # 0 ，i = 1，…， n , 故 （的, …， n n ) 是 F 的 
一组正交基 （ 即基中向量相互正交）.若 ( ui , Ui ) = = …， n , 则有： 

若 （ F ，〈，〉） 是 n 为非奇异的对称度量向量空间，则 F 有一组正交基 i ? = 
( W ， …，〜)，使得在基下，〈，〉所对应的矩阵为 


Ms 





若取 n / 0, G i 77 , i = 1 ， … • ， n ， 则 


C = (nui, … ， r n u n ) 
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也是 V 上的一组正交基，对 C ，〈 ,〉所对应的矩阵为 



若 F 为代数封闭域 (algebraically closed field ), 即 F [ x ] 中任一多项式均可在 F 
上分裂为一次因子的乘积，这时，可取^ = 1/^> = 1，一，％这样 



这里4为 n 维单位矩阵. 

归纳起来就有 

定理 2.3.5 若 （ V ，〈，〉） 为域 F 上的 n 维非奇异对称度量向量空间，则 F 有正 
交基 W =( 的，…，〜)，即 F 可正交分解为 


这里况是由叫生成 ， i = 1，…， n ， 若〈％，叫〉=叫，则〈，〉相对于基 W 有矩阵 



若 jF 为代数封闭域，则 F 有一组正规正交基 (orthonormal basis )( 即若基为 
C = ( ci , - - - ， c n ) ，则 ( ci , Cj ) = 5 i ： h i，j = 1，…， n ) C #,(,) 相对于基 C 有矩阵 



这里 4 为 n 维单位 矩阵. 

用矩阵的语言表达为： 

若 P 是 n 阶非奇异的对称矩阵，则 P 相合于对角阵1，这 
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里叫# 0 ,2 = 1，…， n . 即存在 n 阶非奇异矩阵 Q ， 使得 


P = Q 


T 


a \ 


a 


Q 


n 


若 F 是代数封闭域，则 P 相合于即 P 可以写成 


P = Q T Q , 


这里 Q 为 n 阶非奇异矩阵. 


若 F 为实数域 IR ， M 不是代数封闭域，但可取 n = l / v 1 ^，i = 1， 


• • • 


n ， 于 


是成为 


M c 


1 


1 


1 


即在主对角线上的元素， 一 部分为 


部分为-1，也就是 V 有一组正交基 


(从1 

k . 


Uk,Vi 


V 


n— 


/ c ) ，而〈％，叫〉 = 1， € = 1， • • • ，众，〈％ ，^ ;•〉= — 1 ， J = 1， 


• • • 


n — 


要证 A ; 由〈，〉唯一决定，而与 F 的基的选择无关. 


记 


V = span { u \ 


Ukh v = span { v lr - , v n _ k } 


若 


v 


Y^nui e v , JJllJ 


= C^nuu^rjUj) = ^riVjiui.Uj) = ^nrjSij = ^rf > 0. 


同样可证：若 G V 贝 lj ( v , v ) < 0. 
如果 y 有另一组正交基 ^ =( 可 


H ... ，可 n —/)， 记 


V 二 span { Jh ， … , ui ], V = span { vi ，•- - , v n - i } 


则 


Vnv = {o}. 
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这是因为：若 V 6 P n V ，则由于 V G P ， 则 { v , v ) > 0,由于 V 6 V ，故 { v , v ) < 0, 
因之， 〈 r ， r 〉 = 0, 故 r = 0 ; 

由于 p ， y 均为 f 的子空间，且交为{0}，故 


dim ( V ) + dim { V ) < dim { V ) 


即 A : + (n — Z ) < n ，即 k < I ，同样可证 I < k , 故 A ; = L 
归纳起来有 

定理 2.3.6 惯性定理）若 （ V ，〈，〉） 为 n 维实数域] R 上的非奇异对称度 

量向量空间，则 y 有正交基谷= ( 以1， … ，H … ，幻 n - k ) 使得 、 U “ Uj ) = l,i = 
1，… ， k ，( Vj ， Vj ) = - l，j = 1， … - k , 在基 下，〈，〉的矩阵为 

Ms 

这里 A ; 由〈，〉唯一决定 ，而与 V 的基的选取无关. 

用矩阵的语言表达为： 

若 P 为实数域上的 n 阶非奇异对称矩阵，则 P 合同于 
这里 A ; 由 P 唯一决定，即存在非奇异的 n 阶矩阵 Q ，使得 

P = Q 丁 

如果用双线性形式的语言来说， 5) 与 6) 可以总结为： 

若 （ F , 〈,〉）为域 F 上的 n 维非奇异度量 空间. 

①若〈，〉为斜对称，贝 1 J 存在 y 的一组基 i ?, 使得对任意6 F ， 有 

{x^y) = iim - hm + . . . + (n-lVn - (nVn-1 , 

这里 （6, …， Cn ) T , ( rn , …， ri n ) T 分别为 A y 在基下的坐标. 

@若〈，〉为对称，则存在 y 的一组正交基5 =(外，…，~)，使得对任意 
G F ， 有 

(^, 2 /) = + • • • + a n ( n T] n , 

这里(6,…， Cn ) T , ( rn , • • • ， ％) T 分别为 Ay 在基5下的坐标，而叫= [ v u v〜i = 

1 ，... ， n . 
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若域 F 为代数封闭域，贝 IJ 存在 F 的一组正交基 S =(外，…，~),使得对 
任意 r ，2/ 6 F ， 有 

〈 X ， y〉 = iim + …+ ( n T] n . 

若域 F 为实数域，则存在 F 的一组正交基 B = ( u lr .、 u k ， v lr ..， v n — k ), 使得 
对任意 G F 有 

〈$，?/〉= + • ■ • + - 6 + 1%+1 - Unn • 

这里 (6 , …， d (仍， ... ， ％) T 分别为 A 2/在基6下的坐标，而 A ; 只与〈,〉有 
关，而与基的选取无关. 

特别对二次型可表为 

(^, x ) — + ■ • • + dn^，n • 


当 F 为代数封闭域时， 

= 疗 + … • + 泛 . 

当 F 为实数域 M 时， 


(^5^) — Cl + * * * + ^ — 纹 +1- - - 


§2.4 内积空间 

当域 F 为实数域 R 或复数域 C 时，还有重要的内积空间，这是大家十分 
熟悉的空间. 

定义 2.4.1 若 F 是 F 上的向量空间，这里 F 是实数域 R 或复数域 C ， 若存在 
映射 〈，〉 ：满足 

1 )( 正定性 ） (positive definiteness ) 对所有 v 6 F 有 

{ v , v ) > 0. 


而(^, v ) = 0 7 当且仅当 v = 0 . 

幻当 F = C 时，有 （ 共扼对称或 Hermite 对称 ) 


{ n , v ) = { v , u ). 

当 F = M 时，有 （ 对称性） 
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3)( 第一坐标是线性 ）( linearity in the first coordinate )对所有的 u ， v，w E V 
及 r，s G jP ， 有 

(ru + sv , w ) = r 、 u , w ) + s { v , to ), 

则称〈，〉为 7 上的内积 （ inner product ), 有内积的向量空间称为内积空间 
(inner product space ). 

当 F 为 M 时，称内积空间为 实欧几里得空间 (Euclidean space) , 显然这 
是一个正定的对称非奇异的度量空间. 

当 F 为 C 时，称内积空间为 复欧几里得空间 (unitary space) , 也称酉空 
间 (unitary space). 此时，由 2 ) 及 3) 可得：对所有 u , v,w EV 及 r，s 6 F , 有 

{w, ru + sv) = f(w^ u) + s(w^ v) 

称为共辄线性 (conjugate linearity). 因之，此时〈 , 〉不是双线性形式，故（％〈，〉) 
不是度量向量空间. 

若 v 6 F ，称 

| V ||= \! (v,v) 

为 V" 的 长度 (length) 或 范数 (norm). 

若6 F ， 称 

\ u — V \ 

为 U ， v 之间的 距离 (distance) ， 记作 d ( u ， v ). 有了距离的概念，就可以在 F 上 
定义向量序列的收敛，集合的闭、开、闭包、邻域、完备性以及连续等概念. 
还可以有： 

1) Cauchy 不等式，对所有 6 F ， 有 

\{ u , v )\ <|| u nil V I . 

2) 三角不等式，对所有有 

| ^ + ^ ||^|| ^ || + || ^ | - 

3) 平行四边形法则，对所有有 

\\ u -h v \\ 2 -\- \\ u — v || 2 = 2 || u || 2 +2 || v || 2 . 

4) 距离的三角不等式，对所有％% w 6 F, 有 

d{u^v) < d(u ， w) + d(w ， v). 
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等等. 

还可以由范数直接定义范数线性空间. 

若 F 是一个向量空间，且在 F 上有函数 || - 满足 

1 ) || v ||> 0,且 | 卜 ||= 0当且仅当 v = 0; 

2) 对所有 r G F,v \\ tv ||= | r | || v ||; 

3) 对所有有 


^ + ^ ll<ll u II + IMI ， 

则称 II _ II 为 F 上的一个范数，（％ II • II) 称为 范数线性空间 (normed linear 
space). 这是内积空间的一种推广. 

对内积空间，也可以像在上一节中那样来定义正交的概念，只是用内积来 
替代双线性形式，于是可以有正交补、正交基及 Riesz 表示定理等. 

这里只叙述 Riesz 表示定理. 

若 V 是一个有限维内积空间，/ G y *, 则存在唯一的向量 z G 使得对 
任意的^ 6 V ，有 

/ ⑼ = (v,x). 


对于内积空间将在第三讲3节，第五讲5节中进一步讨论之. 



第三讲线性变换 


§3.1 线性变换的矩阵表示 


如前所述，线性代数是研究线性空间（向量空间）、模和其上线性变换以 
及与之相关的问题如线性、双线性、二次函数等的数学学科.在上一讲中讨论 
了向量空间以及其上的线性泛函及对偶 空间； 其上的双线性形式、二次型及度 
量向量空间，正交几何与辛几何的 分类； 还有大家十分熟悉的内积空间.在这 
一讲中将讨论向量空间上的线性变换以及与之相关的共轭算子及伴随算子. 


设 K W 分别是域 F 上的 m 维与 n 维向量空间.在这一节中要证明每个 
r G W ) 与 MmA F ) 中的一个矩阵相对应，这就是 T 在 MmA F ) 中的矩 
阵表示.不但如此，还要证明：与是同构的.故对 
的讨论就是对 M m , n ( F ) 的 讨论. 


若 7* 6 C(V,W),B = (h, …， b n ) 与 C = ( Cl ， … , c m ) 分别是 V 与 W 的 

’ ri 、 

基，任给^ G F 5 则 r 在基5下的坐标为 Ms = : 5 r ( v ) 在基 C 下 

\ r n J 


的坐标为 [t{v)]c = : . 于是对应于 T, 在 F n 与 F m 之间有一线性变换 

\ ^771 / 

ta : [ v]b [ r ( v )] c , r A E C{F n ,F m ), 即对应于 t ， 有一 mxn 的矩阵 A , 使得 


[ t { v)]c = 刪 S . 

现在来决定记4 =(先,….，4)，这里為 ， i = l ， …， n ， 为列向量.取 r = 
bui = 1 ，...则立得 A = b "(~)] (:，故 

A = ([咖)]。… ，卜 ( Mk ) • 

记 A 为 [ r ] sfi , 于是 

[ r ( v)]c = 卜]叹咖 . 

[ t ] b , c 即为当 y 的基为5 W 的基为 C 时， t 的矩阵 表示. 

于是可定义映射 ^ : C{V,W) M m , n [F) 为秋 t ) = 来证这是一个同 

构映射. 

先证为线性映射. 


35 
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^ s , teF , a , reC ( V , W ), 贝0对 i = 1， ... ， n ， 有 

[{scr + tr )( bi)] c = [ sa ( bi ) + tr ( bi)]c = s [ a ( bi)] c + t [ r ( bi)] c . 

故 

(f)(sa H- tr) = [sa + tr}sfi = s[a]sfi + A r ]sfi = S(j){a) + t(j){r ). 

即多为线性. 

再证 </> 为满射.若 A 为一个 mxn 矩阵，且可写成（▲，•••，為0,这里 
= 为列向量，定义 W , 使得 [ r ( b t )} c = A u i = l r -- , n . 这 

是可以做到的.故4为满射. 

再证4为单射 • 由于 [ t ] b,c = 0,导出 [ r ( bi)]c = 0 ，i = 1,…， rz ，又导出 

r ( bi ) = 0, i = 1，…， n ，故 t = 0. 

因之是同构映射，于是 
定理 3.1.1 C ( V , W )^ M m ^ n ( F ). 

由 t 的矩阵表示还可 导出： 若若 i 3， C 与: D 分别为 
的基，则 

TCt ] b,V = [ t ] c , vW ] b , c - 

因之， Ta 的矩阵表示为7•与 a 的矩阵表示的乘积. 

证 由于 

[ ct ( v)]c = [( j } sfi [ v]B R = [ r ] c , v [ w ] c , 

故 

[ r ] c , v [( y ] Bfi[ v ]B = [ T ] c , v [( y { v)]c = [ r ( a ( v ))]- r > = [ tg \ b,v [ v ] b - 

若 t 6 £( F , WO ，来讨论当 F 与 W 的基变换时， t 的相应的矩阵之间的 
关系. 

若 i ?， c 分别是的基，反， C 也分别是的基， T 对基 fi ， C 及灰， 
分别有矩阵表示 [ T ]¥ 及 [ T ] f /，于 是有： 对于任意 M F ， 有 

[ r ( v)] c = [ t ] b , c [ v ] b , 

[ t { v)]c = [ r ] B ' fi ' W \ B '- 
在第二讲中 已知： 对于任意〃 6 F 有 


'v]b' 及 [ r ( v )] c ^ = M C fi f [ r ( v )] c . 
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将这里结果代入上式，得 

[ t { v)]c = M c ^[ r ( v)]c = M Cfi i [ r ] Bfi [ v\B - 
而 

[ t ( v)]c = [ r ] B , fi , h ) ] l 3 , = MbT 构，沙 Ms . 

由于〃可取 V ■中任意向量，故 

即为 

即与是等 价的. 

特别当 w = F , 及 T G C { V ), 且 i ? = G C [ t } b^b = [ t]b ? [ r ] c,c = [ r]c ? 
于是有 

[Ab' = - 

即与 [ T ] S 是相似的. 

在第五讲中将讨论 T 在相似意义下的分类. 

§3.2 伴随算子 


由线性变换 T 6 C { V , W ), 可以导出各种与之相关的线性变换来.在这一 
节中先来定义与讨论在一般向量空间上的线性变换的伴随算子. 

若丁 G C ( V , W ) ,可定义 w 的对偶空间到 V 的对偶空间的映照 
T x : 为 

T X if) = f 。丁二 f 丁 . 

这里/ 6 W *, 这是有意义的，因为 T : y 4 W ,/ : W -> F ， 故 /T : F 4 P 是属 
于 F *， 即对任意 WGF ， 有 


t x (/)W = . 


r x 称为 t 的伴随算子. 

易证： 

①对任意 T ， ae £( F ，)， 有 （ T + a) x = T x + a x ; 

© 对任意 reF.re £( y , W 0, 有 (rr) x -rr x ； 
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有 ( ar) x - r x a x ； 

@ 对任意可逆 t 6 £( F )， 有 （ t - i) x 二 ( rx )- 1 . 

①，@是显然成 立的. 

证明⑤.对于/ 6 F *， 

(^) X (/) = = 丁 X (M = 〆(〆(/)) = (T X cr X )(/). 

证明@.由⑤， r ^ r-^x - ( T-VP = i x 二 i ， 这里 i 为恒等 映照. 同样 

( T -l)X r X =i. 

® 若 y 为有限维 ， T 6 C ( V , W ), 且等同 F ** 为为 W ， 则 r xx - r . 
证 由定义， t xx 4 W **. 对任意 /6 有 

T XX (，)(/)= W (/) =，(/ T ) = / T ㈦ = 7>广(/)， 

这里由第二讲第 2 节中 定义：由”而 来，， 6 F **， 定义为 #*(/)=/ ⑻， 
这里 / GF * . 

由上式即得 

T XX ㈤ =7>)** . 

如果 F ** 与 V 等同， W ** 与 W 等同，则上式即为 

T XX (V) = t{v). 

对所有都成立，故 丁乂乂 = 丁 • 

此外，伴随算子与第二讲第2节中定义的零化子还有以下一些结果. 

若 7~6£( y ， W 0, 则 

@ker(r x ) = im(r)° ； 

(J)im ( 丁 x) 0 = ker(r ) ； 

⑧当 dimiy) < oc, dim(W) < oc, im(r x ) = ker ( 丁 )。 • 

证 由定义， r :V ^ W,r x : ^ F*, 故 / 6 ker(r x ) ^ r x (f) = 0 分 

/t = 0 分对所有 ” 6 f(r(v)) = 0 分 f (im ( 丁 )) = 0 分 / G im{r )°. 这就证明了 
⑥. 

由于 r 6 ker(r) r(v) = 0 分对所有 / 6 W*J(r(v)) = 0 分对所有 / 6 
W\r x (f)(v) = 0^ v{r x (f)) = 0 对所有 / 6 W * 都成立 ^ tJ G im (了 x )。. 若 P * 

与 F 等同，即得⑦. 




§3.2 伴随算子 


• 39. 


最后来证 ®. 

对所有⑺， /6 W *， 有 

丁 X (f)M = /(T ㈤ ） = 0. 

故 r x (/)(A;er(r)) = 0, BP r x (/) G ker (丁 这对所有的 f EW * 都成立，故 

im ( r x ) C ker ( r )°. 

若空间是有限维，则由第二讲2节 4) 以及上述©， 

im(r x ) « im(r x )°° « ker ( r )°. 


故 im (丁 x ) = ker { r )°. 

由此还可得到 

⑨若 T G C ( V , W ), V,W 为有限维，则秩 rk { r ) = rk ( r x ). 

证由 ®, im (丁 x ) = ker { r )° . 

由第二讲 2 节 6) ①知 


ker(r)° ^ (A;er(r ) e )* ， 

这里 ker(T) c 为 ker(r) ^ V 中的余集，故 

dim[ker [丁 )。）= dim[{ker{r) c Y] = dim(ker ( 丁 ) c ) = dirn(im(r))^ 

这是因为 ker(r) c « im{r ). 于是 rk(r x ) = rk{r). 

® 若 为有限维 ， r GL(F,W),r>< G £(W*, F*), i? - (6 l5 ••- ,6 n ),C- 

(ci_ ， … ， c n ) 分别为 V,W 的基而 = (6! ，… = (c * ir ..,<) 分别为对 
偶基于是 t 有矩阵表示 [r} B ^r>< 有矩阵表示 [T x ]n *. 这两个矩阵之间关系 
如何？ 

已知 

r]tsfi = (b " ⑹] 。 …， b"(Mk) ， 

及 

[鬥 ㈣ = ( [，⑹]以，…，[丁 X ( c ⑽ 

由于 t( 6 z )6 W ， 故在基 C 下， 这可表示为 

r(bi) = /3^ci + …+ ^c n , 
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( /?? } \ 

SP [ r { bi)]c = : ， i = I ，... ， n ， 于是 

、呦 J 



由于 t x ( c |) GF * ，故在基 iT 下，这可表示为 

，(<)=義 + ... +魏， 

/ \ 

IP [ t x ( c*)]b = : ，i = V ..， n ， 于是 


T X ] c * 




由 T X 的定义知 




]( r ( bi )), ij = 1, 


• • • 


n 


而这就是 


P 二 /f • 


于是得到 




即 T 的伴随算子 7~X 所对应的矩阵是 7" 所对应的矩阵的转置 


§3.3 共轭算子 

在上一节中对于一般的向量空间上的线性变换，定义与讨论了其伴随算 
子.当向量空间是内积空间，对其上的线性变换，则可定义与讨论其共轭算 
子，这是内积空间中十分重要的算子，由此可以导出一系列的结果，这是本节 
的内容. 
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由内积空间的 Riesz 表示定理（见第二讲4节)，若 V 是有限维内积空间， 
feV ^ 则存在唯一的 rrG V ,使得 

/ ⑻ = {v,x) 

对所有^ e F 都成立.由此可以定义映照: 4 y 为呶 /) = A 即呶/)定 

义为 


/ ㈤ =〈_(/)〉. 

由于对 V ，/， 56F *， r ， s6F ， 

〈％ cj)(rf + sg )) = (rf + sg )( v ) = rf ( v ) + sg ( v ) 

= 〈％#(/)〉+ (^^( 9 )) = 〒扒 f )+^ Kg )), 

即 

cp(rf + sg ) = r ( j ){ f ) + s ( p ( g ), 

于是 0 为共辗线性 (conjugate linear). </> 显然是 满射. 由于 </>(/) = 0 导出/ = 0, 
故爹 也是单射，从而: F* -> F 为“共轭同构” (conjugate isomorphism). 

若 K W 为域 P 上的有限维内积空间， t G £( F , W 0, 对一固定的^ G W , 
考虑函数 e w ：v ^ f 定义为 

0 w { v ) = ( t ( v ), w ). 

易证，‘是 F 上的线性泛函.由 Riesz 表示定理，存在唯一的使得 

0 w ( v ) = ( r ( v ), w ) = ( v , x ) 

对所有的都成立，令，( ㈣ =&则 

{ t { v ), w ) = { v , T *( w )) 

对所有的〃 6 F 都成立，故存在唯一的 T * 使上式成立.可证 T * 是线性的.由 
于对任意的 V , w,w G V , 

{ v , r*(rto + sw )) = 〈 T(f )， rw + sw ) = f ( r ( v ) : w ) + s ( r ( v ), w ) 

= r ( v , r *( w )) + s ( v ^ ^( w ^) = { v , rr * w ) + ( v , sr *( w ， )) 

={ v , rr *( w ) H - st *( w ， ))^ 

T *( ru ; + sw ； ) = rT *( to ) + st *—’）• 


故 
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因之， r * G C ( W , V ) ,称 T * 为 T 的共轭 （ adjoint ). 

来讨论 T * 与 T X 之间的关系. 

若 F , W 是 F 上的两个向量空间 ， T 6 £( V ， W )， 则 

T X ： W* ^ 


及 

r * : W ^ V . 

于是由前面定义的 也 ： P -> F , w , 

v * < tX w * 
♦ 1 02 

V w 


定义 a : 为 

o = (^ i ) _1 r*(/)2 - 

这是线性映射. 

若仏%彡 5 T 1 ⑷= 5,则 Mg ) = x , 

沴 r 丄 ($)(4 = 9 { v ) = (^^ 1 ( 9 )) = - 

因之对任意/ 6 6 f ， 有 

[。(/)](”）= [Ql) _1 T>2(/)](”） = (4l) _1 [T>2(/)]W = 〈衫，丁 >2 (/)〉 


=〈丁⑻，如(/)〉= f(r(v)) = T X (/) ⑻， 

&a = r x . 因之 

丁乂 = (^ i ) _1 r *^2, 

即上图是交换图. 

若朽= (6 i ,6 2 , ••- , b n ) 是 V 的一组正规正交基，而 C = ( ci ， C 2, …， O 是 
W 的一组正规正交基. 已知： 


r}Bfi = ([ 咖 )] 。 ) ， … ， [ T ( b n)c. 


M 1} /?f } 

4 1 ) 4 2) 


/? i n) 

M n) 
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于是 _ = { r ( bi ), Cj ). 
而 


[心=([丁*陽)，…，[，(4] 



于是 7?) = (T*(Ci) ， bj). 

但是 (T*(Ci) ， bj) = 〈 ~ ， T*(Ci)〉 = {r(bj),Ci) = 尚、 , 因之 

[rlc,B =J^ T = ([r] B ,cy 


即 7 •的共轭所对应矩阵为 7 •所对应矩阵的共轭转置， 也用 * 来记之. 

对于 T 的共轭，易证有以下的这些性质： 

若％ W 为有限维内积空间， a ，7~6£( F ， in 则 

①〈丁 »〉= (w,r(v)}; 

@ (CT + T )* = a * + T *； 

(3) ( rr )* = rr*,r E F ; 

④ r ** = r ; 

©若 F = W ， 则 ( ar )* = r * a *; 

⑨若 T 可逆，则 （ T-Y = ( T *)- 、 

进一步，可给出如下的定义： 

若 F 是内积空间， reC ( V ), m ： 

①称 t 是 自共辄 (self-adjoint) 或 埃尔米特 (Hermitian )， 若丁* = 丁; 
@称 t 是面 unitary), 若 t 是双射且 T * = ?^ 

@ 称 t 是 正规 ( normal )， 若 tt * = r * r . 

当 A 是复矩阵，可 定义： 

① A 是 埃尔米特 (Hermitian )， ^ A* = A; 

@ A 是 斜埃尔米特 (skew-Hermitian )， 若 # = —A; 

@ A 是酉，若 A 可逆且# = - A -1 ; 

@ A 是 正规 ，若尤 4* = 
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当 A 是实矩阵，可 定义： 

® A 是对称，若^4 
® A 是斜对称，若^= 一 * 

⑦ A 是 正交 ，若 A 可逆且= ^ 1 . 

易证 T 是正规、自共轭、酉的当且仅当 T 在正规正交基下对应的矩阵是 
正规、埃尔米特、酉阵. 

下面来讨论这三类算子. 

1) 自共轭算子 

由定义 re £( y ) 是自共轭，若对所有的有 

{t(v),w) = {v,t(w)), 

即 T * = 易证有如下的性质： 

若 V 是内积空间， (7 ,丁 e C{V), 

①若 cr ， T 自共辄，则 (7 + T 也是； 

@若7是自共轭， r 为实数，则^是自 共轭； 

@若(7,7"为自共辗， CTT 为自共轭，当且仅当 CTT = ra ; 

@若7自共轭，且可逆，则 T - 1 也是自 共轭； 

©若 T 自共轭，则 (r(v),v) 是实的，对所有的 V 成立; 

⑨若 V 是酉空间，对所有的 r 6 F ，〈7»〉 是实的，则 T 是自 共轭； 

⑦若 T 是自共辗，且 〈 T ⑻， V 〉= 0对所有的 V 都成立，则 T = 0; 

® 若丁是自共轭，则对任意的 A: > 0, 由 T k ( v ) = 0 可导出 T ( r ) = 0. 

证 由于 T 自共轭，所对应的矩阵为埃尔米特，即 A 二#，故①-④立 

得. 

由于 T 自共轭，因之 


(t(v),v) = (v,t(v)) = (t(v),v), 

故 〈 T ⑻，〃〉是实的，这就证明了 ©. 

为了证明 ® 、⑦,先证：若 V 是酉空间，对所有的 r F 有〈7• ㈦ ，〃〉= 0, 


贝 Ij T = 0. 
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令 v = rx + y , 这里 $， y 6 F，r 6 C ， 贝 |J 

0 = ( r(rx + y )，rx + y ) 

2 

=| r | ( r ( x ), x ) + ( r ( y ), y ) + r ( r ( x ), y ) + f ( r ( y ), x ) 

= r { r ( x ), y ) + r ( r ( y ), rr ). 

取 r = 1，贝 U 

( r ( x ), y ) + ( r ( y ), x ) = 0. 

取 r = i ， 贝 Ij 

〈 r ( rr )， y 〉 - i { r ( y ), x ) = 0. 

故 (丁 ( x )， y ) =0 对所有的 rr，y 6 F 都成立，因之 r - 0 . 

用这个结果来证明 ®， 

((r-r*)(v),v) = (r(v),v)-(r*(v),v) = (t(v),v)-(v,t(v))= (t(v),v)-(t(v),v) = 0 . 

有上述结果知 T - T * = 0,即 T 是自共轭. 

再来证明⑦. 

当 F = C 时，由上述结果立得⑦，故只要证明^?=脫的情形.此时， 

0 =〈rO + y)，r + y 〉 

= { r ( x ), x ) + { r ( y ), y ) + { r ( x ), y ) + { r ( y ), x ) 

= ( r ( rr ), y ) + { r ( y ), x ) = { r { x ), y ) + { x , r ( y )) 

=( r ( x ), y ) + 〈t ㈤ ， y 〉= 2{ r ( x ), y ), 

故 t = 0. 

最后来证 ®. 

若 r k ( v )=0 对所有的成立，则有 m ， 使 f 2 A ;. 于是， r 2m ( v ) = 0, 

因之 

0 =〈'(♦〉= f - 1 ⑻，和 〈，、)，、)〉. 

因此， T 2 ^ 1 ㈦ = 0. 重复这样的步骤，最后得 T = 0. 

对于内积空间上的任意一个线性变换 T 6 C{V,W) 均可写成： 


这里 n ， t 2 为自共辗变换. 


T = Ti + t 丁 2 
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事实上，令 

T + T 丁一丁 

丁 1 = —2 — ， T2= 2 i 

即得上式. 

这与“任意一个复数 z 均可写成^+切，这里 x，y 为 实数” 相类似.所以， 
对于内积空间，自共轭变换是十分基本的. 

2) 酉算子 

由定义，7"6£(10是酉算子，若对所有的％^;6 7，有 

{ r ( v ), w ) = { v . T ^ iw )). 

易证有如下的性质. 

若 V 是内积空间， cr,r G C ( V ), 

①若 t 是酉，则 t - 1 也是； 

@若 CT , T 是酉，则 CTT 也是； 

® r 是酉的当且仅当 t 是满射且保距 .（t 6 £( F , W )， 称为保距 ( isometry ), 
若对所有 u,v ( r ( u ), r ( v )) = ( u , v ).) 

@ 若 V 为有限维，则 T 是酉的当且仅当 T 将正规正交基映为正规正交 

基. 

证①、 @是显然的，来证⑤. 

若 T 是双射，则 

丁 是保距分对所有 V，w e V, (r(v) , T(w)) = (v,w) ^ 对所有 v,w E V, ^ 
r*r(w) = w ^ r*r = i ( i 为恒等映射） r * = r _1 r 为酉. 

来证 

若 T 是酉， 0 = {仏， …，〜 } 是 F 的正规正交基，于是 

(丁 (Ui),T(Uj)) = (Ui,Uj) = Sij . 

故 T (0) 是 y 的正规正交基反之，若0及 T (0) 是仏的正规正交基，则 


(r(ui),r(uj)) = = (ui,Uj). 

若 v = Y ^ r i u h w = 贝 1 J 

(t(v),t(w)) = H r i T ( U d S jT= T, r iSj{r(Ui),T(Uj)) 

=Y ， i,j r uSj{Ui,Uj) = {Y ， i r iUuY,j s 3 u j) ^ 
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故 T 为酉. 

与酉算子对应的是酉矩阵，对酉矩阵显然有以下性质. 

若 A 为矩阵， 

① n x n 矩阵 A 为酉的当且仅当 A 的所有的列组成 C 的一组正规正交 
基 

® nxn 矩阵 A 为酉的当且仅当4的所有的行组成 C 的一组正规正交 
基 

③若 A 为酉，则|^(^) | = 1 .若 A 为正交，则 叔⑷ = 土1. 


3) 正规算子 

由定义 T 6 C { V ) 是正规算子，若对所有的6 F ， 有 TT * = T * T . 

易证有如下的性质. 

若 V 是内积空间， T 是 y 上的正规算子，则 
①对任意多项式 P (^) 6 F ( x ), p ( r ) 也是正规的； 

© t(v) = 0 ^ t*(v) = 0 ； 

⑤对任意的 k > 0, r k { y ) = 0今 r ( y ) = 0 ； 

④对任意 A G F，(t - X ) k ( v ) = 0 ^ (t - X )( v ) = 0 ； 

©若 t ⑻ =M 贝 ! J r *( v ) = X ( v ). 

证①、 @ 是显然的，来证 

CT = TT * 易见是自共辗的，由于 T 为正规的，故 

a k ( v ) = ( r *) k ( r ) k ( v ) =0. 

由自共辗及性质⑥，得 CT ㈤ = 0,即 TT * ⑻= 0,但 

0 = ( r * r ( v ), v ) = 〈 T ⑻， T ⑼〉， 

故 T ⑻= 0. 

由①及 ® 得@，来证®. 

若 T ( v ) = 这里 ” / 0，则 （T - A ) ⑻= 0，由 @， （T - A )* ⑻= 0,但 

( r - A )* = r * - A , 故得®. 

在最后一讲中，要对这三个算子作进一步深入的讨论，尤其是分解定理. 
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第四讲主理想整环上的模及其分解 

§4.1 环上的模的基本概念 

1) 在第二讲及第三讲中讨论了向量空间及其上的线性变换，在这一讲及 
下一讲中将从模的观点来重新认识之，这是这本小书的主要部分，在这一讲 
中，将介绍模的定义与基本性质，尤其是在主理想整环上的模及其分解. 

若 F 是域 F 上的一个向量空间 ， t 6 £( y ) .对中任一多项式 p ( x ), 
对任意 v eV , 可定义 

p(x)v = p(r)(v). 

这就是我们要讨论线性算子作用在 y 上.显然，对任意 r ( rr),^)G F[xl u,v e 
V 有 


r{x){u v) = r(x)u + r(x)v : 

(r(x) + s(x))u = r(x)u + 

(r(^)<s(^))^ = r ㈤ (<s ㈤ u )， 

lu = u. 

等等.但是不是域而是环，所以将 F ( x ) 中元素作对 F 的数乘， F 不能 
成为一个向量空间.于是引入了比向量空间更为一般的概念 一一 模. 

定义 4.1.1 若是有单位元的交换环，其元素称为纯量 (scalar). 一个 R 屬 R- 
module) 氣 i? 上的 一 个模 fa module over R) 是一个非空集合 M ， 有运算加法， 
记作 + ，对 (u ， v) G M x M ， 有 w + r 6 另一个是 R 与 M 的运算是数乘， 

用田比连来表示，对 (r, u) E R x M, 有 ru 6 M ， 而且有 

1) M 对加法而言是群， 

2) 对所有 r，s 6 i? ， u，6 M 有 
分配律 

r(u H- v) = ru + rv, 

(r + s)u = ru - su, 

结合律 


(rs)u = r(su)^ 


lu 
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显然，当 i ? 为域，则模为向量空间，即域上的模就是向量空间. 

当 R = z (整数环)，则 Z - 模就是 Abel 群.故模也是 Abel 群的概念的扩 

充. 

特别重要的是一开始就说到的 i ? = F [ xl 这时， F[ X y 模就是有线性算子 
的向量空间，这是我们今后要主要讨论的对象. 

若 i ? 是环，则所有 m x n 的矩阵的集合是一个 i ?- 模，其加法 
与数乘就是矩阵的加法与数乘.当 = 时，是矩阵元全是多 
项式的矩阵的全体，它成为一个模. 

另一个重要的模是环 i ? 自己可以成为模.若 i ? 是有单位元的交换环， 
定义数乘为环乘法，这就成为一个模.今后会用到这个模. 

在今后讨论线性算子 T G £( F ) 作用在向量空间 F 上时 ，V 可以看成 P 

上的一个向量空间，也可以看成在 F [ x ] 上的模. 

2) —些向量空间中的概念可以推广到模上. 

可定义模 M 的子模如下. 

若 S 是模 M 的一个子集，本身是一个 i ?- 模，称 S 为 M 的子模 . S 
上的运算就是 M 的运算在 S 上的限制. 

易见 

①模 M 的一个非空子集成为子模当且仅当对任意 r , seR , u,veS 
有 


ru sv G S . 


②若是 m 的子模，则 sht 及 

S -\-T = {u -\- v \ u E v E T } 


也是 M 的子模. 

③有单位元的交换环 i ? 就是自己上的模.则 丑_模只的子模就是环 

R 的理想. 

由子模的概念，可以定义模的直和. 

若 M 是 i?- 模，称 M 是子模 5i, •■- , S n 的直和 (direct sum) 若每个 veM 
可以唯一地（不计前后次序）写成子模&中元素之和.即对任意〃 G M ， 有 

ui G Si, i = 1 ， … ■ ， n ， 使得 


r = 以 1 + . • • + u n) 
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并且若还有 Wi e Si, i = 1 ， … ， n, 使得 

V = Wi -\ - h w n , 

则经过适当排列有 Wi = u“ i = 1 ，…， n . 

当 M 是负，…，&的直和，写成 

Af = A ㊉ … ㊉ &• 

若 M = 5 ㊉ 5 C ，贝 |J 5 C 为5在 M 中的补 （ complement ). 

显然， M 是子模 5 i , ••- , S n 的直和当且仅当 M - 5 i + • • • + 5 n 及对每个 
i = 1，… ， n ，有 

况:门(石内)={0}. 

可以定义 生成集 (spanning set ) 如下. 

若 iW ■是 i ?- 模， S 是一个子集，由 S 生成 (spanned or generated ) 的子模 

为 S 中元素的所有的 i ?_ 线性组合，即 

(S) = span(S) = {nvi + • • • + r n v n \ n e R, Vi E S}. 

M 中的一个子集 5" 称为生成 (span or generate) _ M ， 若 

M = span(S)^ 


即每个 v e M , 可写成 


V = nvi + • • • H- v n v n , 

这里 n ，... , r n e R , 仍… , v n G M . 

特别由一个元素生成的子模，即⑻ = Rv = { rv \ r G R }, v e M , 称为由 
v 生成的 循环子模 (cyclic submodule). 这是一种十分重要的子模，今后要不断 
出现. 

如果 i?- 模 M 可以由有限集生成，则称 Af 是 有限生成的 (finitely gener¬ 
ated). 

3) 同样可以在模中定义子集的线性无关性及 i ?_ 基. 

若是 M 的子集，称为 H- 线性无关的 (linearly independent), 若对任意 
vi , •'' ， v n G S 及 ri , … 由 


nvi + ... + r n v n = 0 
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可导出 ri =…= rn = 0.若集^不是线性无关的，则称为线性相关. 

若 M 是模， M 的子集 B 称为 M 的基 ( bases ), ^ B 线性无关且生成 

M. 

由此易见 

① 模 M 的子集 i ? 是一组基当且仅当对每个 V e M , B 有唯一的子集 
{外，…， 〜} 及纯量 n ， … ^ r n e R 使得 

v = rivi + •.. + r n v n . 

② 若6是 i ?- 模 M 的基，则 i ? 是 M 的极小生成集，是极大线性无关 
集. 

对于向量空间，有线性变换，对于模有同态. 

定义 4.1.2 若 M，iV 为 i?- 模 . 映射 t : M ^ N 称为 jR- 同态 (homorphism). 
若对所有 r, 5 G i?, u，v 6 M 有 

r(ru + sv) = rr(u) + sr(v). 

所有从 M 到 iV 的 i?- 同态记作 Hom R (M, N). 

显然 i?- 同态是线性变换的推广 . 

称 M 到 M 的 i?- 同态为 包周态 （ endomorphism )， 

称单射的同态为 单同态 （ Tnonomorphism )， 

称满射的同态为 满同态 (epimorphism )， 

称双射的同态为 同构 (isomorphism). 

若 t G Hom R {M,N), 定义 T 的核与像为 


ker ( 丁 ) = {v E M\ t(v) = 0} 


及 

im(T) = {r(v)| v G M}, 

它们分别是 M 及 TV 的子模 . 

由于不是所有的模都有基，故有以下的定义. 

定义 4.1.3 i?-# M 称为自由的 (free) 若 M 有 i?- 基 . 若 i? 是 M 的基，称 M 
在 i? 上自由 . M 的基的基数 (cardinality) 称为 M 的秩 (rank), 记作 rk(M)• 
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下面来证明这样的定义是有意义的. 

4) 若 M 是模， S 是它的子模，称 

v s E S } 

为 S 在 M 中的一个陪集.所有 S 在 M 中的陪集作成的集合记作 M / S . 这是 
一个 i ?- 模，其运算定义为 


(^ + * S ) + (w + *9) = (u + v ) + *5 及 r{u + S ) = ru + S 

而 M / S 的零元素为 s + S^O + S = S , seS .&^ R - 模称为 M 关于 S 的商 

模 (quotient module ). 

现在来证明：若 M 是自由模，则 M 的任意两个基有相同的基数.有了这 
个结果，自由模 M 的秩才有意义. 

为此，要建立一些环的结果. 

若 E 是有单位元的交换环， S 是 i ? 的理想， S 在 i ? 中的陪集的集合 i?AS 
作成一个环，称为 i ? 关于 S 的 商环 (quotient ring ) ,其加法与乘法定义为 

(a + 5) + (6 + 5) = (a + 6) + S , 

(a H - 5)(6 + S ) = ab S . 


要证明乘法有意义，就要证明 

b S = ?/ + 5 ab + S — ab ' + 5, 

也就是 

b - b ' es ^ a ( b - b')e S , 

由于 s 是理想，故上式成立. 

来证明如下的结果，以说明极大理想（参见第一讲2节）的重要性. 

①若 i ? 是有单位元的交换环，商环 i ?/ Q 是域当且仅当 Q 是极大理想. 

证若 R / Q 是域，且 Q 不是极大，则存在理想 I 适合 Q g I g 凡设 
iel - Q , 考虑由 i 及 Q 生成的理想 

1 C = ( i , Q ) C 1. 

由于 i 0 2,故 i # 0. 由于 R / Q 是域，故 i + Q 有逆，若为/ + 2,即 

(i + Q )( i ' + Q) = W + Q = 1 + Q. 
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故 1 - W 6 Q g /C. 由于 W G /C, ^ 1 G /C, 这就导出 IC = R. 但 ICQI， I 是 R 
的真子集，这个矛盾导出 Q 是极大理想. 

反之，若 Q 是极大理想，0 # r + Q ， 则 r g Q ， 故：！ = 〈 r ， Q 〉 是严格地包 
含 Q . 因为 Q 是极大， 故 I = R . 这导出 1 e I ，故有 a i ?， 使得 1 = W + <对 
某个 i 6 Q 成立•故 


(s H- Q)(r -\r Q) = sr -\- Q = (1 - i) ^ Q = 1 - Q. 

即 （r + Q)- 1 = 5 + 2 •故 R/Q 是域. 


再来证明： 

② 任意有单位元的交换环 i ? 一定有极大理想. 

证 i ? 不是零环，则一定有真理想，例如 {0}. 若 Z 为 i ? 的所有真理想的 
集合，则：！非空.若 

Qi C Q 2 C • • • 

是 i ? 中真理想链，则 J = u 込也是一个理想.因为1 g /，故 J 6 I ：.因之 I 中 
任何链都有上界，由 Zorn 引理， I ：有最大元.（对照第二章1节中向量空间 
基的存在性的证明).这证明了 i ? 有极大理想. 

现在来证： 

③ 若 M 是自由 i ?- 模，则 M 的任意二个基有相同的基数. 

证由前述结果②， i ? 有极大理想 Q ， 再由前述结果①， i?/Q 是域.令 

QM == {ai^i + • •. + a n v n \ ai G Q, Vi e M}, 

则 QM 是 M 的一个子模，作商模 M/QM. 

来证明 M / QM 是域 R / Q 上的一个向量空间，为此定义其数乘为 


(r + Q){u + QM) = ru QM 


这里 rGi ?，〃 GM . 当然要来验证这样定义的数乘是有意义的.这就要证明: 

若 


r + Q 二 r f + Q 及 u + QM — u ! + QM, 


这里 r ， r / G 丑，以 〆 e M ， 贝 lj 


ru H- QM = rV + QM. 
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也就是要证 ：若 r - r ’ 6 Q,u - u f e QAf ， 则 ru - rV 6 QM . 

由于 r — r ’ 6 Q，u — u ’ e QM ， 贝 |J (r — r ’) u ’ E QM 及 r(u — u f ) 6 QM . 于是 
(r - r ’) u ’ + r[u - u ’) = ru - r r u f E QM . 因之，这样定义的数乘是有意义的•可 
以直接验证：这样定义的数乘满足在第一讲§3节中向量空间的定义中数乘必 
须满足的四个条件，而 M / QM 显然对加法成 Abel 群.故 M / QM 的确是 R/Q 
上的一个向量空间. 


若 S 是自由 i ?- 模 M 上的一组基，且~為. G 尽则 h + QM 与 bj + QM 是 
不相同的.这可证明如下：若~ ~ + QM，i 妾 j , 成立，则 W - 6 j 6 QM , 


故 



— b j 


= d\V\ + •• • + d n v n： 


这里 a k 6 Q ， v k GM，k = l r ..， n . 由于每个叫都是 S 元素的线性组合.设％ 
中~的系数为比较上式两边的~的系数，得到 


1 ~ ^ 1^1 + . . . + ^n^ri' 

而叫 G Q , A ; = 1，… ， n , 故上式右边属于 Q ， 即1 6 Q 这与 Q 是极大理想相矛 
盾.故 W + QM 与 k + QM 当时是不相同的.因之 

B f = {b + QM\b e B } 


与 M 的基 6 有相同的基数. 

来证明：灰是 R / Q 上的向量空间 M / QM 的一组基. 

由于 S 生成 M ， 故反生成 M/QM. 要证汐线性无关.若 

E(〜 + 2) (bj + QM) = 0, 
jeu 

则 ( r A ' + QM ) = 0, 也就是 E 6 QM, 于是 E rjbj = 这里 

jeu jeu jeu i 

cti E Q , i = 1, ••- , n . 两边相等导出 rj G Q , j = 1, ••- , n . 于是 rj + Q = 0,即 

R / Q 中的零元素， j 二1，…， n •故扠 线性无关，灰确是 M / QM 的基.因之 

B 的基数= dim ( M / QM ), 不依赖于 i ? 的 选取. 

@定理 2.1.1 告诉我 们：域 F 上两个向量空间同构当且仅当它们的维数 
相同.在模的情形，有：两个自由足模同构当且仅当它们有相同的秩. 

证 若 M，N 为两个自由 i ?- 模 .若 M s N , 则从 M 到 iV 的任意同构 
映照 t 将 M 的基映为 iV 的基.由于 t 是双射 ，故 rk ( M ) = rk ( N ) •反之，若 
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rA ;( M )= rA ;( iV ), i 3 是 M 的基，（:是 iV 的基，由于的基数相同，故有双射 

这个映射可线性扩充到整个 M 到整个 iV 之上的同构， 故 MsN . 

5) 由于有限生成 i ?_ 模 M 的子模未必是有限生成的.因之，要讨论在什 
么条件下有限生成模 M 的子模也是有限生成的.这个条件是升链条件. 

定义 4.1.4 一个 R- 後 M 称为满足 子模的升链条件 ( ascending chain condition), 
如果对 ikf 的任何子模序列 

W & C … 

存在指标 A :， 使得 Sk = Sk+i = Sk +2 = • • • • 

子模升链条件简记为 a. c. c. 

定理 4.1.1 丑-模 M 的每个子模是有限生成的当且仅当 M 满足子模的升链条 

件. 

定理中的模称为 Noether 模 (Noetherian module). 

证 若 M 的所有子模都是有限生成，而 M 有无穷上升子模序列 

C 5 2 C 5 3 C • • • 

易见 

3 

也是 M 的子模，故 *9 也是有限生成的.若5 =〈…，… ， n n 〉，Ui E M , i = 1，…， n . 
由于夠 6 S ， 故有指标 使得 Ui 6 S ki . 令 k = max{A ； i, •• - ， A; n }, 则 

从 i G i = 1^ • • • ,77.. 

因之 

S —〈以 1， • • . ， ^ n ) ^ C d • m m d S . 

这表明上升子模序列汾 c & c & c …从&起全是相同的. 

反之，若 M 满足子模的升链条件，且^是 M 的子模.取&考虑子 
模汾= 〈 m〉c &若负=&则 S 就是有限生成.若汾# &于是有奶 e 5-5 x . 
令 S 2 二 { Ul , u 2 ). 若& = &则 s 是有限 生成. 若&# &则有 他 e S - S 2 •考 
虑子模馬=〈_，〃 2 ，〃 3 〉. 一直这样进行下去，就得到一个子模的上升链 

(^ l ) c { ui , u 2 ) C ^ 3 ) c • • • C 5. 
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如果这样的子模没有一个等于&就得到一个子模的无穷上升序列，前一个 
为后一个所真包含，这与 M 满足子模的升链条件相矛盾.故有某个 n ， 使得 
S = 〈〃1，…，〃 n 〉， 也就是是有限生成. 

由于环 i ? 是 i ? 自己上的模，且模 i ? 的子模就是环 i ? 的理想.故定义 4.1.4 
及定理 4.1.1 成为 

定义 4.1.5 环只 称为满足理想的升链条件，若对 i ? 的任意上升理想序列 

Qi C Q 2 C Q 3 C ••- 

一定存在指标 A ;， 使得 Q k = Q k+1 = Q k+2 = •••• 

在第一讲 2 节中证明了主理想整环一定满足升链条件. 

定理 4.1.2 环 i ? 的每个理想（作为 R - 楱) 是有限生成的当且仅当 i ? 满足理想 
的升链条件. 

定理中的环称为 Noether 环 (Noetherian ring ). 

下面要证明 一 条重要定理. 

定理 4.1.3 若丑是 Noether 环， 则任意有限生成的模是 Noether 壤. 

这条定理说， 苦 R 是 Noether 环, 即每个理想是有限生成的，则有限生成 
的 i ?- 模的每个子模也是有限生成的.这就给出了条件使有限生成的模的子模 
依然是有限生成的. 

证若 M 是有限生成模 ， M ，…，〜〉.考虑满射同态 R n M 
定义为 

T(r ： L ， ... ， r n ) = riui + …+ r n u n . 

若 S 是 M 的一个子模，则 

T— 丄 ⑻ = {r = (n ， ... ， r n ) G i? n | T(r) 6 5} 

是，的一个子模，且 r ( r ~ 1 ( s )) = S . 假设 f 只有有限生成子模，则 T - 1 ⑹ 
是有限生成的 ， T - 工⑹ = 〈亡 1 ，…，4〉.于是若 W e S , 贝 |J 有 t G T - 1 ⑹，使得 
w = r ( t ). 由于 

t = diti + • • • + dk^k^) 


故 

W = 丁 (t) = air(ti) + • • • + a k r(t k ). 

于是 S 由 { t ㈨ )，… ， t (4)} 所有限生成.所以余下要证的只是 i ?" 的每个子模 
是有限生成的. 
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当 n = 1，这是对的，因为 i ? 是 Noether 环. 假设对所有的 1 < k < n , R k 
只有有限生成子模，若 S 是^的子模，令 

^ CX — (*5 x 5 . . . ，1，0 )， [flj *^1， • . . ，1 ^ 

及 

S2 — {(0,…，0, s n )\ (^ i ,... ， s n — i ， s n ) G 5,而 Si , …， s n -i G R }. 

于是汾同构于 R n ~ l 的一个子模（只要将负的每个元素的最后一个坐标去掉). 
由归纳假设， A 是有限 生成. 令& =⑹， M B = { d \, ---，办}，0 < A ; < n -1 •(若 
私是空集，则 i 5 为空集而 A ; = 0). 

同样馬同构于 i ? 的一个子模（即理想)，因之是有限生成的.若&是平凡 
的，则 S 的每个元素的最后一个坐标为0,故5 =汾是有限生成的.若馬非 
平凡，而由(0,….，0木)， 6 n #0 所生成.在5中有^二⑻，… 

则 f = Wufi 生成义这是因为：若 /? = (〜••• ，〜 ）6 叉则(0,…，0，〜）6馬, 
故有 r e R , 使得（0,…，0, s n ) = r (0 r • • , 0, 6 n ), 即、 = r 6 n , 因之 a - r 6 G ，于 
是 a G r 6 + 私，这就是汊生成义定理证毕. 

由定理 4.1.3 导致去研究，哪些环是 Noether 环. 

可证：有单位元的交换环 ■?? 是域当且仅当它只有理想 {0} 及 i ? 而无其它 
理想.因之，由定理 4.1.2, 域当然是 Noether 的 •当 i? 是主理想环时，由于所 
有的理想都是主理想，因之， 主理想整环也是 Noether 的 .下面给出十分重 
要的 Hilbert 基定理.这是一条十分有用的基本定理. 

定理 4.1.4 (Hilbert 基定理」若环 i? 是 TVoe 认 er 环，则多项式环 R [ x ] 也是 Noether 
环 . 


证 要证的是 i ? N 的任意一个理想 Q 是有限生成的.令&•为 Q 中所有 
J 次多项式的最高项的系数及 i ? 中的 0 元素所作成的集合， J = 0, 1， … . 则容 
易看岀，心都是 i ? 的理想，这是因为对 a , 6 6心， a # 0,6# 0,存在 j 次多项式 
f ( x ) = + …和 5㈤ = bx j + ••- 都属于 Q . 于是 f ( x )- g ( x ) = ( a -6) W +. •.必 
属于 Q . 若 a — 6 # 0,则 a -6 6 Lj ; 若 a-b = 0, 由于0 G Z / j , 故必有 a -6 6心.对于 
任 一^ c E R , cf ( x ) = cax ^ H - - …6 Q . 若 ca _ 0,则 ca 6心;若 ca = 0，由于0 6 ■ Lj ， 故 
必有 ca G 心 ， a 6心是显然的.于是心是 i ? 的一个理想•若/( ㈤ =— + ••• G Q , 
由于 Q 是的一个理想， xf ( x ) = ax ^ 1 + • • • G Q . 因之，若 a 6心，则 
a G L j +1 . 于是得到一个理想 升链. L 0 C C • • •. 因为 i ? 是 Noether 环，故 
存在 d 使得 L d = L d+1 = ••• = L ， 其中 I = U h •因为只是 Noethet 环，故每 

j>0 

个 L h j = 0, l ， …，义均是有限生成的.设〜 = 〈4 1 )，…，{)〉， j -0,1, ••- , d . 
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从而由〜的定义知有 Q 中 j 次多项式 / j 1 } ，… 使得 if 的首项系数为 

, i = 1 ， … ， kj. 

可以证明 ： S = {/( S 1 )，... ，/?°)，八⑴，…， / f 1 )， …， if , …， f { d kd) } 是理想 Q 
的生成集. 

为此， 设 f 6 Q , deg (/) = n . n 用归 纳法. 若 n = 0,则显然 *5 中元生 

SSi /•设 / 二 a n x n + ... + + ft。， # 0. 贝 |J G Z /几 ^ L — Ld. 

若 n < d ， 则 a n = E no ^ n \ n G R . 于是多项式 

l<i<k n 

h = f ~ V ^n 

l<i<k n 

的次数小于 n, 从而由归纳假设 h 可由 S 中元生成，进而/可由 S 中元生成. 
若 n 之 d ， 则6 = 7^,故 E n #. 于是多项式 

l<i<k d 

h = f ~ Y , r ， d f ( d l) 

l<i<k d 

的次数小于 n ， 同样由归纳假设可由 S 中元生成，从而/可由^中元生成. 

§4.2 主理想整环上的模 

1 ) 在上一节中给出了有单位元的交换环 i ? 上的模的定义以及它的一些 
基本性质.当环 i ? 为域时，模就是向量空间，至于一些向量空间中的一些基 
本概念与定理，有些可以移植到模上来.如子空间，商空间，直和，生成集， 
线性无关，基，维数，线性变换，核与像等等，到了模理论中有相应的名词与 
定义.例如：与子空间，商空间，维数与线性变换相对应的为子模，商模，秩 
与模同态等.但是模与向量空间，从表面上看，只是建立在环与域上的差别， 
但相互之间有着本质的差异.这里列举出一些事实，而不加以证明. 

① 有这样的模，它无线性无关的元素，当然也就没有基.这就是为什么 
要引入自由模的原因. 

② 有这样的模，它的子模无补集. 

③ 有这样的有限生成模，其子模不是有限生成的.这就是为什么引入 
Noether 模的原因. 

④ 有这样的模，它的线性相关集^中的任一元素不能用 S 中其它元素 
的线性组合来表示. 
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® 有这样的模，其最小生成集不是模的基，其最大线性无关集不是模的 
基 

© 有这样的自由模，其子模不自由，其商模不自由. 

⑦若 F 是域尸上的向量空间， r 6 G F，r # 0, # 0, 贝 I] to # 0. 但在 
模的情形，这不再永远成立. 

® 有这样的自由模，有线性无关集不包在基中，有张成集不包有基. 

由于在一般的有单位元的交换环 i ? 上的模有种种不很理想的性质，这导 
致我们专门来讨论主理想整环上的模的理论.这是因为主理想整环有很多很 
好的性质，这就导出了在其上的模也有很多很好的性质，情况大为改观.例如 
上述⑥中，在主理想整环上自由模的子模也是自由的，等等.在这一讲中对主 
理想整环上的模进行研究之后，在下一讲中以此来考虑向量空间中的一些问 
题，可以得到一系列重要的结果. 


2) 来证明 

定理 4.2.1 主理想整环 i? 上的自由模 M 的任意子模 5 也是自由的，且 rk(S) < 
rk(M) • 

证 只证模的秩是有限的情形，尽管秩为无限时这也成立. 

由上节4)@知，若 A ( M ) = n ，则 M e 因之，直接来讨论 i ? n 即可. 
对 n 用归纳法. 

当 n = 1，则 M i ? 的任意子模 S 就是 i ? 的理想.由于是主理想整 

环，故 S 是主理想，即 S = 0〉.设 S # {0}. 因 i ? 是整环，故对所有 r # 0有 
ra 7^0. 因之，映照 

丁： R —> r(r) = ra 

是 丑 到 s 的同构，故 s 是自由的. 

假设# 的子模是自由的当 A ; < n 时成立， S 是把 的一个子模.考虑 

= {a G S\ 有 Si ， …， s n —i E - R , a — (^ i , ••- , 5 n _ i , 0)} 


及 


*5^2 = {(0，. • • ，0,打）有* *$]_，• • • ， Sn -1 G 只， （$1，. . . ， ^ n —^ Sy . 


因为 Si 同构于 R 71 - 1 的一个子模，由归纳假设，这是自由的.设5 = {奶，…，％} 
是的基，而 A: < n - 1 •(若是平凡的，则 B 是空 集). 
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同样， S 2 同构于 i ? 的一个子模（理想).若灸是平凡的，则^中每个 
元素的最后坐标为0,故 S =氏是自由的.若灸非平凡，则有秩1，基为 

{(0,…，0, t n )}， t n 7^ 0. 且 T = ( ti ， … • ， tn ) & S . 

来证汉 ={ t } US 是 S 的基先证汉是线性无关的.若有 r , n ,... , r k eR , 
使 

rr + nai H - h = 0, 

M rr = -{riai + ••• + r k a k ). 比较两边的最后坐标，有 rt n = 0,故 r = 0•而 
奶，…，％的线性无关性导出 n = 0, i = 1，…， A ;， 故灰是线性无关的.其次，若 

a = …， s n ) 6 5,贝 lj (0, ••- ,0,5 n ) G S 2 , (0, • • • , 0, s n ) = r (0, ••- ,0, t n ), r G 

R ， 故 s n = rt n . 于是 a - rr E Si , IP a = rr -h Si , 因之汉生成故 5 是自由 
的.这就证明了定理. 

在 1) 中⑦已经说到，域 F 上的向量空间 V ,^ r ^0, reF , v ^0, veV , 
则 ru # 0. 但在模的情形，这不一定成立.于是有如下的定义. 

定义 4.2.1 若 M 是 i?- 模.对 r 6 M ， 如果有非零的 reR 使得 to = 0, 则称 r 
是 M 的一个 镜元 （torsion element). 一个模如果无挽元则称为 无接的 (torsion 
free). 如模的所有元素都是挽元，则称 M 是 接模 ( torsion module). 

若 M 为模，其所有的挠元组成的集合记作 M tor , 易见这是 M 的一个子模， 
且 M / M tor 是无烧模.这可证明如下: 若 a ， b 6 M tor , 则有 a ， /? 6 i ?， 0, # 0使 
得 cm = 0 及 /36 = 0. 于是对任意的 r，s 6丑，有 a /3( ra -\ rsb ) = 0, IP ra + sb E M tor . 
由 §4.1 2) ①知， M tor 是一子模.再证 M / M tor 是无挠模.若 a + M tor ^ M / M tor 
中的一个烧元，则有 r G i?,r 7 ^ 0,使得 r(a + M to ) = 0,即 ra G M tor . 于是有 
s e R,s 0, 使得 5( ra ) = (« sr)a = 0, 且 sr # 0, 故 a G M tor , 于是 M / M tor 中的 
挠元是0,即 M / M _ 为无挠模.其次，也 易见： 主理想整环上任意自由模是无 
挠的.反之不真，但是有如下的 

定理 4.2.2 主理想整环上的模 M 如果是无桡的，且是有限生成的，则模是自 
由的. 

证 由于 M 是有限生成的，故有 0妾巩6 M , i = I ,--- , n , 使得 M = 
〈外,… , v n 、. 在这些生成元中取极大线性无关子集 S = {%_， …，％},将 M 的生 
成元重新写成 

M = 〈以 1 ， … ， Uk ， Vi , … 5 v n-k)- 

于是对每个％，集合{〃1，…，〃 A ：， ％}是线性相关的 ， i = 1，… — k. 故对每个 
v u 有 0 _ai 及 r u …， r k 使得 


CHVi + nui H - h nuk = 0. 
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令 a = tti …，则⑽ i 6 span ( S )， i = 1 ，… — k . 于是 aM — { av \ v G M } 

是 span (5) 的一个子模•但 span ⑹是自由模，基为豕故由前面刚刚证明的 
结果 aM 也是自由的.由于这是因为 


r(v) = av 


是满射同态，由于 M 是无挠的，故 t 也是单射.是自由的. 
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有了以前这些准备之后，要进入本讲的主题，给出主理想整环上有限生成 
模的分解定理.这需要三个步骤来建立起这些重要的定理. 


1 ) 第一步.将主理想整环上有限生成模分解为挠模与自由模之直和. 

定理 4.3.1 若 M 是主理想整环 E 上的有限生成模，则 

M = ㊉ M free 

这里 M free 是一个自由丑-模.并且这种分解是唯一的，即若还有分解 M = 
T ® N , 其中: T 是 M 的桡子模， 7 V 是 M 的自由子模，则 T = M tor , N 三 M free . 

证 由于商模 M/M tor 是无挠的以及当 M 是有限生成时， M/M tor 也是 
有限生成的，故由定理 4.2.2 知 M/M tor 是自由模. 

考虑将 M 映到自由模 M/M tor 的满同态 7 T ： M-> M/M tor . 若是 M/M tor 
的基对每个6 6 i ?， 取定一个 b f EM 使得 tt (60 = b .令 & 为 M 中所有这样的 
元素的集合.显 然反是 线性无关的.于是 

S = span(B ，） 是 M 的子模，且同构于 M/M tor . 

显然 ker(jr) = M tor , im(n) = 而 

v G Mt or H S = ker(7i) (1 S ^ n(v) = 0^ v = Yl / r ^ )， v r ^ R 

今 o = E r i7 r(69 = E r A 今对所有 二 o 
v = 0. 


即 M tor ns = {0}. 若 V 6 M ， 则 7 T ⑻ = 而 A 6 兄令以 = 则 
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于是 x = v — u £ ker (7 r ) = M tor . 故 v m 6 M tor + S . 即得 M = M tor ㊉ * S . 由 
于 5 « M / M tor . 因之 ， M = M tor ® M free , 这里 M /ree 为义 

若 M = T ㊉ TV , 其中 T 是 M 的挠子模， W 是 M 的自由子模.则由定义 

T C M tor . 设 v 6 M tor , 则 r =尤 + n ， 其中 t eT , n E N . 于是 n = v — t e M " tor ，但 
n 属于自由模 iV ， 故 w = 0,即 r 6 T . 于是 T = M tor . 从而 iV 2 M / M tor = M free . 

有了定理 4.3.1， 要讨论主理想整环上有限生成模的分解，只要讨论主理想 
整环上有限生成挠模的分解. 

2 ) 第二步.将主理想整环上有限生成挠模分解为准素子模的直和. 

在第二讲2节中，曾引入了向量空间的零化子的概念.现将此概念扩充 
到 模上. 

定义 4.3.1 若 M 是一个 i?- 模， V6M 的 零化子为 


ann ( v ) = {r E R \ rv = 0 }， 


M 的 零化子为 

ann ( M ) — {r G i?| rM — {0}} 


这里 rM 二 {rv\ v G M}. 

显然 ann{v) 及 ann(M) 是 R 中的 理想. 

若 M 是主理想整环上有限生成烧模， ann(v) 的生成元称为 r 的阶 ( order ) , 
ann(M) 的生成元称为 M 的阶. 

显然，若是 M (或 v E M) 的两个阶，则它们是相伴的 （ associate ), 即 

ann(M) = (/ i ) 二 {y) 今 \i — uv^ 对某个可逆元 u E R . 

故 M 的阶，除去乘以可逆元外，是唯一确定的. M ， 〃，除去乘以可逆元外，由 
定理1. 2 .3有相同的素元 (prime element ) 乘积 分解. 

定义 4.3. 2 模 M 称为 准素模 (primary module) , 若其零化子为 ann(M) — (p e ), 
这里 P 是素元， e 是正整数 • 即 M 是准素的若其阶是一个素元的正次方 . 

显然，主理想整环上有限生成挠模 M 是准素的当且仅当 M 中每个元素 
的阶是一个固定的素元的幂. 

分解定理的第二步是将挠模 M 分解为准素子模的直和. 
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定理 4.3.2 〈 准素唯一分解定理」若 M 是一个主理想整环上非零有限生成挠 
模，阶为 

这里扒, i = l ， …， n ， 为互不相伴的素元，则 M 可分解为直和 

M = M 仍 ㊉…㊉ 


这里 

M Pi = {v E M \ pfv = 0} 

为准素子模，阶为 , i = l ， …， n . 进一步，这样的分解是唯一的，即，若还 
有分解 

■M = M ㊉…㊉ N m , 

其中 M 是阶为 gf 的准素模，则 m = n , 且可适当安排下标 < 使得 Ni = M Pi , qi 
与仍 相件 ， ~ fi -> i 二 1， . • • ， 77/. 

证设 // = W ， 且 P , 9 的最大公因子 gcd ( p ， g ) = 1. 考虑集合 


M p = {v E M \ pv = 0} 及 M q = {v E M \ qv = 0}. 


来证 M = M p ® Mq , 及 Mj Mq 分别有零化子 〈 P 〉 与 〈 g 〉. 

由于 P 与 9 互素，故理想 〈 P ， g 〉 由 gcd(p ， g) = 1 生成，故 1 G ( p , q ). 因之， 
存在 a , bGR , 使得 


ap + bq = 1. 


^ v E M p fl Mg ， 贝 ij pv = qv = o . 


v — lv = (ap + bq)v = 0. 


因之， M p nM ,-{0}. 

对任意 veM , 也有 

v — lv — apv + bqv, 

而 q ( apv ) = ct ( pq)v = a / j/v = 0,故 apv G M q , 同样 6 M q . 因之 ， M = M p ® M q . 
若 vM v - 0, 则对任意 r = 竹 + 仍 6 M p ㊉ = M , 有 

rqv = rq(vi H- V2) = qrv\ + rqv2 = 0 , 

因之， rg G ann(M), 这导出 /i = 即 p|r ， 这说明 ann(M p ) = ip). 同样可证 

ann(M q ) = (q). 
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若 M 是素元的乘积 

P … • P e n ' 

由刚才的证明知有 

M = M p ? ® N , 

这里 TV 为具有零化子 (/ i / pf ) 的子模.重复这个步骤，记 为 M pv i = 
1,…， n ， 就得定理中的分解. 

至于分解的唯一性，注意到由 M • ㊉I 知 ann ( M ) =〈#，•••，☆〉, 

因此 qH 与 P 〗 1 • • • ❿ 相伴. 由定理 1.2.3, i ? 是唯一因子分解环，故 n = m ， 
且可适当安排下标 i 使得仿与 Pi 相伴 ， ei = i = 1，…， n . 从而 

Ni = {v E M \ q^v = 0} = 6 M | p^v = 0} = M Pi , i = 1,... , n . 

3) 第三步由定理 4.3.2 知，下一步就应该对定理 4.3.2 中的那些准素子 
模 ， i = l , …， n 进行分解. 

定理 4.3.3 〈循 环分解定理」若 M 是主理想整环 i ? 上非零准素有限生成桡模， 
其阶为 ，，则 M 可分解为循环子模的直和 

M = C：l ㊉…㊉ C n . (4.3.1) 

Q 为有阶的循环子模 ， i = 1，2, …， n ， 且满足 

e = ei > e 2 > •• • > e n > 1, 

或等价地 

pl /叫广- 1 卜 .| p ei . (4.3.2) 

证 先来证明在 M 中一定存在一个元素外，使得 ann ( vi ) = ann ( M ) = { p e ). 
如果这样的不存在，那末对所有的 v e M , 都有 ann ( v ) = { p k 、 , 而 A : < e . 故 
p e - 1 G ann ( M ). 这导出 p e \ p e ~ l , 矛盾. 

如能证循环子模〈％〉是 M 分解中的一个被加项，即 

M ^ { vi ) ㊉ 汾， (4.3.3) 

这里汾是 M 中的某个子模，于是负也是一个在 _R 上的有限生成准素挠模， 
以至可以重复这个步骤，得到 


Af = 〈仍 〉 ㊉㈣㊉ 
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这里 ann ( V2 ) = ip ， ， 而 e2 g 6 l . 这样一直进行下去，得到一个上升子模序列 

〈外〉 C 〈外〉 © 〈仍 〉 C … 

由于只是主理想整环，故丑是 Noether 环.由于 M 是有限生成的，根据 
定理4.1.3, M 是 Noether 模.由定理 4.1.2, M 满足升链条件，于是上述子模链 
到有限步停止.这就证明了 M 可以分解为循环子模 〈％〉， i 二1，…， n 的直和， 
其相应的阶为 p % i = 1，… ， n ，且 e = e：L 2 e 2 之…2 e n > 1. 

现在来证 M 可以分解为 M =〈外〉 ㊉ 汾. 

由于 M 是有限生成的，故有 M ，…，％〉.对 A ; 进行归纳法.若 

& = 0，则只要令私={0 }即可，若结论对 A ; 成立，设 

M = 〈仍，的， ... , u k , u ). 

由归纳假设 

〈妁， 的，…，⑽〉=〈仍〉 ㊉ A ， 

而 A 是一个子模. 

将^ - mn ，a E R , 替代％不会影响生成模 _ M , 即 

〈^ L ， w ： L ，• • • ， Uk，u — avi ) = … , Uk , u ) = M . 

于是可以寻找 aeR , 使得 

〈” 1 〉 n ( u - avr , So ) = {0}, 

这样就得到 

M = ( v \) ㊉ 〈u — m ； i ，* So 〉= 〈外〉 ㊉ * S . 

也就是令 = { u - av u So ) 就可 以了. 

(u - avi , S 0 ) 中的元素形为 r(u - ⑽: l ) + « s 0 , 于是〈外 〉 n {u - avi , s 0 ) = {0} 
等价于对于 r 6^ 有 

r(u — avi ) + 5 o G { v \) r(u — av \) + so = 0， 

这也等价于 

r{u — avi ) G ( vi ) ㊉ S^o 力 r(u — av \) G So . 

即 

ru G (vi) ㊉ S^o 今 r(u — av\) E Sq : (4.3.4) 
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易证 

1 = {r E R\ ru E 〈外〉 ㊉ *So} 

是 i ? 的一个理想，故为主理想，因之，但是 


p e u = 0 G 〈 ” 1 〉 ㊉* So. 

故 P e 6⑷,这导出 a|p e , 故有/ < e, 使得 a =〆.于是有 

ru G (vi ) ㊉ qp^ 其中 g G i?, 

r(u — av\) — qpf(u — av\). 

因之，如能找到 a 6 i? 使得 

p^(u — av\) G 5o, (4.3.5) 

则 (4.3.4) 得证. 

由于〆 6 Z， 故〆 u 6 〈外〉 ㊉ 心 可写为 

p^u = tvi + ^o, (4.3.6) 

这里 t e R,s 0 E S 0 . 于是 (4.3.5) 成为 

tv\ + 5o — ap^v\ G Sq, 

即 

(t — ap^)vi E So, 

上式成立，当且仅当 t - a〆= 0,即，当且仅当〆 |t 
由（4.3.6)，有 

0 = p e —fpfu 二 p e ~~^tvi + p e ~^so- 

由于〈外〉 nSo = {0}, r^t p e ~ f tvi = 0. 由于仍的 阶为〆 故〆|〆-/#，即 pf\t, 这就 
是我们所需要的.于是 (4.3.3) 得证，从而 (4.3.1) 得证. 


至于（ 4 . 3 . 2 )可由（ 4 . 3 .1)推 岀来. 由于 


p e G ann(M) C ann ( C ^)， i = 1，…， n. 

故若 ann(Ci) = 〈叫〉，则 ai\p e . 于是 ％ = p ei , e * < e , i = 1，…， n •对 i 

1，…， n , 重新排列，得到 （4.3.2). 
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从证明的过程中，可以看出这样的分解不是唯一的，虽然如此，除去乘上 
可逆元，阶；^是唯一决定的，素元 P 也是唯一决定的，因为它要除尽 M 的 
阶 〆 .于是有如下的唯一性定理. 

定理 4.3.4 〈循环分解唯一性定理」若 M 是主理想整环上一个非零的有限 
生成桡模，其阶为 p e . 若 M 可分解为 

Af = G ㊉…㊉ C n ， 

这里是阶为的非零循环子模，且 ei 之…之> 1. 

若 M 还可以分解为 

M = ㊉…㊉ 〜， 

这里 A 是 阶为一 的非零循环子模，且 / i 仝…仝 /m 之 1. 则有 n = m 及 

e l ~ /l5 * * * ， e n = fn- 

为了证明这条唯一性定理，要用到以下这些易证的结果. 

设 i ? 是主理想整环. 

①在第二讲3节中三条关于向量空间的同构定理都可以推广到主理想整 
环只上的 i ?- 模中来，例如：足模中的第一同构定理为：若为主理想 
整环 i ? 上的两个 模，映射 t G jffom r ( M ，7 V )， 则 M / ker ( r ) « im ( r ). 

@若⑻是一循环只-模， ann ( v ) = ( a ), 则映射 

丁： R ( v )^ 丁 ( r ) = rv , r E i? 

是满射同态，其核为 〈 a 〉， 故由①中的第一同构定理，有 

( v ) « R /( a ). 

若 a 是素元，则 ⑷是丑 中极大理想，故由本讲第1节中的 4) ①， R /( a ) 
是域 • 

® 若 P 6 E 是素元， M 是这样的一个模，使得 pM = {0 }, 则 M 是 
i ?/( p 〉 上的一个向量空间，其数乘定义为：对所有 


(r + { p))v = rv . 


④若 PGR 是素元，对于 R - mM 的任意 子模& 集合 


5 ⑼= [v E S \ pv = 0} 
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是 M 的一个 子模. 若 M S ㊉ ： T , 则 M ⑼= S ⑼ ㊉ T ⑼. 

现在来证明定理 4.3.4. 

TfeiiE n — m. 

由@， 

M ⑹ = Cf) ㊉…㊉ 

及 

m ( p ) 二冲) ㊉ … ㊉ 破). 

由于 P M ( p ) = {0}, 故由 ®， M ⑼是 R/{p) 上的一个向量 空间. 由于 C U D V i = 
I ,*** j = 1, ••- , m , 均为循环子模，故 C\ P \D^\ i = 1, •• - , n,j = 1, ••- , m , 
均为 M ⑹ 这个向量空间的一维向量子空间，故 n = m . 

再证 ei = = 1，…， n •对 进行数学归纳法. 

设 ei = 1，则所有的 q = 1，故 pM = {0}. 这样所有的 / z = 1，因为若 A > 1, 

而=〈忉〉，则興;/ 0,矛盾. 

若结论对 ei < k - 1 都成立，来证明当 e\ = k 时结论也成立.设 

(ei，* * * , e n ) = (ei, ••- , e 5 , 1 ， … ， 1 )， e s > 1 

及 

(/ l ，... ， / n ) = (/ l ，... ， 八， 1 ， … • ， 1)， ft > h 

则 

pM = pCi ㊉…㊉ pC s 
及 

pM = pDi ㊉…㊉ pD t . 

易见 pC^ 是 M 的循环子模及 ann{pCi) = ip。- 1 ). 这是因为，若 G = 〈％〉,则 

pCi = {pc\ ceCi} = {prvi I r e R} = {r(pvi)\ r e R} = {pvi) , 

而 TO 的阶为 P ei -、 同样： pA 是 M 的循环子模及 ann(pDi) = ( p /i_1 ). 特别 
ann{pCi) = (jf 1 - 1 )， 由归纳假设，有 

s = t 及 ei = /i,-- - ,e 5 = f s . 

定理得证. 




j 4.3 主理想整环上的有限生成模的分解定理 


4) 总结以上的三步，得到①先将主理想整环 i ? 上的有限生成模分解为 
(定理 4.3.1) 挠模与自由模之直和，即 

M = M tor ® M free , 

这里 M / ree * M 的一个自由子模，而中所有挠元组成的挠模.② 
若 M tor 的阶为 

这里 Pi 是互不相伴的素元，则有准素分解（定理 4.3.2) 

^tor — -^-pi ㊉. ••㊉ ， 

这里岣;为准素模，其阶为力 ， i = 1，…， n . 于是 M 有分解 

M = M P1 ㊉…㊉4㊉ M free . 

③由定理4.3.3,再将准素模= 1，…， n ， 分解为循环子模的直和. 

归纳起来有这样重要的两个不同形式的定理. 

定理 4.3.5 〈主理想环上有限生成模的唯一循环分解定理——初等因子形式) 
若 M 是主理想整环 i ? 上的一个非零有限生成模，则 

M = M tor ® M free , 

这里 M tor 是 M 中所有桡元的集合， M free 是一个自由模，其秩由模 M 所唯 
一决定.若 M tor 有阶 

FPU : 

这里扒 ， i = 1, . • • , n 为互不相伴的素元，则 


这里 


-^tor = -^pi ㊉. ••㊉ ， 

M Pi = {v e M\ p^v = 0 }, 


是准素模，其阶为 Pp，i = 1，…， n . 

每个 M Pi 可以分解为循环子模的直和 


■Pi = ㊉…㊉ Ci ， k v 
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而 C id 的阶为 pf ， j = l ，.. •，〜，且 

ei = ei 5 i > > 1, i = 1，…， n . 

将 M 的循环子模直和项 的价 p e ， j , j = 1，... ， k h i = 1，…， n ， 称为 M 的 
初等因子 divisors ). 除了乘以可逆元外， M 的初等因子由模 M 所 
唯一决定. 

最终得到 M 可以分解为循环子模及一个自由模的直和 

M = (Ci,i ㊉…㊉ Ci M ) ㊉…㊉ (C n ,i ㊉…㊉ C n , kn ) ㊉ M free . (4.3.7) 
而且，如果 M 还有如下分解 

M = ( D u ㊉ …• ㊉IV ) ㊉ … ㊉ ( An , i ㊉ …• ㊉ AtmJ ㊉ M free , 

其中是阶为 g / w 的循环模， ，…， q m 是互不相伴的素元， 

fi,i ^ * * * ^ fi,U 2 1 ， i = 1 ， … ， m ， 

则 n = m , 且可适当安排下标 i 的顺序使得 

Qi 与 fi 相件 ， h = ki ， fi,j = eij , Di,j = Cij , % — ' , 77 -, j — 1 , • • • ^ k{. 

定理 4.3.5 的分解部分前面已证完.下面说明一下唯一性.根据定理 4.3.1 
中的唯一性部分，不妨设 M free = {0}. 令 A = A , i ㊉ … ㊉ D iM , i = I ,--- , m . 
则 A 是阶为心 的准素模.于是 M 有如下两种准素分解 

Af = A ㊉…㊉ An = Af 仍 ㊉…㊉ M pn . 

故由定理 4.3.2 的唯一性部分知 n = m , 且不妨设 A = M Pi ，i = 1,…， n . 从而 
<li 与 Pi 相伴， ei，i = i = 1, …， n . 再由定理 4：.3 A 知 k = k u fij = ei , j ， i = 
1，…， n，j = l , …， ¥ 这就证明了分解的唯一性，即 M 的初等因子是由 M 唯 
一确定的. 

这种分解还可以写成另一种形式. 

设 *5, r 是 W 的循环子模•若 ann ( S ) = ( a ) ^ ann ( T ) = ( b ), K gcd ( a ,6) = 1, 
贝 lj S " fl T = {0}, 于是 S @T 也是一个循环子模，且 ann(S ㊉ T ) = ( ab ). 

在 （4.3.7) 中， i 己 

D \ = Ci 5 i ㊉…㊉ C n , i ， 
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则是一个循环子模，其阶为 

- 

2=1 

类似可以定义乃 2 ,…， An , 这里 m = max ( A ； i ). 

i 

于是有另一种形式的分解定理： 

定理 4.3.6 (主理想环上有限生成模的唯一循环分解定理 一一 不变因子形式） 
若 M 是主理想整环 i ? 上一个有限生成模，则 

M A ㊉…㊉ An ㊉ M free , 

这里 M / ree 是 M 的一个自由模，而 A 是 M 的循环子模，其 阶为仏 i = 
1, ••- , m , 而且 

Qm Qm—l-i Qm—1 Qm—2^ • • • ， ^ 21^1 • 

纯量仏 ， i = 1， • •.， m , 称为 M 的 不变因子 (invariant factor ). 由定理 4.3.5 的唯 

一 性部分容易看出除去乘以可逆元，这些不变因子由 M 所唯一决定， M free 
的秩由 M 所唯一决定. 
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第五讲向量空间在线性算子下的分解 

§5.1 向量空间是主理想整环上有限生成模 

1) 上一讲研究模理论的目的是为了站在更高的层面上来认识线性代数， 
在这一讲中回到向量空间及线性变换，应用上一讲的有力的模理论来认识它 
们.可以说将上一讲中的结果翻译成向量空间的语言.这里 v ■不仅仅是域 P 
上的向量空间，更是多项式环上的模，其数乘定义为 


P ( 咖 =P(t)M, 

这里6 F [ x ], veV,re C { V ). 本讲中向量空间均指有限维的，以下不再每 
次注明. 

若 F 是域 F 上的向量空间，线性算子 T G C ( V ). 对于 F 中一个基， T 对 
应于 P 上的一个矩阵.对于 F 中另一个基， T 对应于另一个矩阵，在第三讲 
第1节中已经知道，这两个矩阵是相似的. 

问题是：对于一个固定的 T G £( F ), 如何来选取 F 的基，使得对应于 T 的 
矩阵尽可能的简单.当然最简单的矩阵是对角线阵，但不是所有的 T 6 £( F ) 
都能做到这点.为此，只能求其次，找到另一种简单的矩阵. 


上述问题也可叙述为：若 F 是 F 上的向量空间，要找出所有与 £( T 0 中 
给定的线性算子相对应的矩阵在相似意义下的标准形式. 

这是线性代数中讨论的最基本问题之一. 

首先，若 F 是 F 上的 n 维向量空间，则 F 作为 Fb ] -模是挠模. 

显然 C{V) 同构于由所有 nxn 矩阵组成的向量空间 M n (F). M n (F) 的维 
数为 n 2 , 故对于 C{V) 中任一固定的 t ， n 2 + 1个向量. 

id, r, r 2 , ••- , r n2 

是线性相关的，故在 i ^] 中有 p{x), 使得 p ( T ) = 0.故 p{x)v = {0}. 因之， V 
中所有元素是挠元. 

其次 ，V 作为模是有限生成模. 

若 i ? = {外，…，％ J 是向量空间 F 的一组基，则每个向量 v ev 有线性组 
合 

V = riVi + …+ r n v n , 
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这里 neFc F[xl i = 1，…， n ， 故5生成模 F . 

在第一讲第2节中已知是主理想整环，其中 F 是域. 

因之，向量空间 V 也是主理想整环 F [ x ] 上有限生成的挠模.所以上一 

讲中的分解定理能够应用. 


2) 前面已定义过，向量空间 y 的一个子空间&对一个固定的 T 6 C ( V ) 
来讲是不变的，如果 7 •(的 as. S 称为关于 7 •的不变子空间. 

易见， y 作为 PH 上的模，其子集 S 是子模当且仅当 S 是向量空间 F 
关于 T 的不变子空间. 

固定 T 6 £( F ), 模 F 的零化子为 

ann ( v ) = { p ( x ) G F [ x ]\ p ( x)V = {0}}. 


这是上的一个非零主理想（因为 PM 是主理想环).由于 F 的阶，即 ann { v ) 
的生成元，是相伴的，而 P ㈤ 的可逆元就是 F 中的非零元，故 V "有唯一的首 
— 阶 (monic order ). 称这个唯一的首一阶，即生成 ann ( v ) 的唯一首一多项式， 
为丁 的极小多项式 (minimal polynomial ), 记作 m T ( rr ), 或 min ( r ). 这是 P 上的 

不可约多项式.于是 

ann { v ) = ( m T ( x )) 


及 


p ( x)V = {0} 当且仅当 m T ( x )\ p ( x ), 


或 


p ( r ) = 0当且仅当 m T ( x )\ p ( x ). 


在传统的线性代数的书中，并未引入模的概念，对线性算子 t •的极小多 
项式定义为使 m T ( r ) = 0的最小次的唯一的首一多项式.对矩阵也可定义极小 
多项式•若 A 是域 F 上的一个方阵， A 的极小多项式 m A ( x ) 是使 p ( A ) = 0 
的最小次的唯一的首一多项式6 F [ x }. 

显然，①若4与 B 是相似矩阵，则 ㈤ = m s ㈤ ，即极小多项式在相 
似下不变•， 

② T 6 C ( V ) 的极小多项式和与 T 相应的矩阵的极小多项式是相同的. 

③ 若 s 是模 F 的子模，则 s 的首一阶是限制 T | s 的极小多项式. 


3) 固定 tg £( F )， 考虑循环子模 


( v ) = {^(^)^| p ( x ) G F [ x ]}. 
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设其首一阶为 m ( x ). 于是 m ( x ) 是限制 a = t | ⑻ 的极小多项式（见 2) ③).若 

m ( x ) = do + + • • • + a n - ix n ~ 1 + x n , 

则可证 

B = (v, XV ^ , X n ~ 1 v) = (v, <7 ⑼， … ， <7 n_1 (v)) 

是向量空间⑻的一组基. 

先证 i ? 是线性无关的. 

若存在非零数量 n，i = 0,1，…， n - 1 ， 使得 

rov + r\xv + . • • + r n - ix n ~ 1 v = 0, 

即 

( r 0 + nr + … + r n _ i^ n_1 )v = 0, 

则 

( r 0 + + • • • + r n - ix n ~ l ){ v ) = {0}, 

故 m ( x )\( r 0 +nx + - • + r n - ix n ~ 1 ), 这导致 n = 0, i = 0 , … ,n - 1. 

再证 i ? 生成⑼ . 

⑼中每个元素是 P (+， P ㈤ 6 i ^] 的形式，将 pOr ) 除以极小多项式 m ( x ), 
得 

p ( x ) = q ( x ) m ( x ) + r ( x ) 

这里 degr ㈤ < degm ( x ) = n . 由于 m { x)v = 0,故 p { x)v = r ( x ) v : 这 表明⑼ 中 

所有元素都有 的 形式.也就是 

( v ) = { r ( x ) v \ degr ( x ) < degm ($)} = span { B ). 

因之，谷是⑼的一组基 

来计算 a 在基 i ? 之下的矩阵 [ a ] 6 . 

当 < = 0 ,，…， n - 2,贝 ! J 

a{a l {v)) — cr z+1 (v). 

而由于 m(rr) 是 a 的极小多项式，故 

a ( a n ~ 1 ( v )) = cr n ( v ) = — (ao H - a\a + ••• + a n _ i ( j n _1 )( t ;) 

=—aov — a \ a { v ) — ... _ a n _ i < j n _1 ( v ). 
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于是 a 在基之下的矩阵为 C [ m { x)l 

aB — BC [ m ( x )]^ 


而 


C [ m ( x ) 


C [ mOr )] 称为多项式 


/0 0 

1 0 

0 1 

參 參 

參 參 

參 參 

\0 0 


0 — CLq 

: — a \ 




m ( x ) = ao a\x + … + a n _ i ^ n_1 H - x n 


的 友矩阵 (companian matrix ). 这只对首一多项式 定义. 

若 t 6 C { V ), V 的一个子空间 S 称为 t - 循环 ( r - cyclic )， 若存在 v G 5, 

得 

{”，《•• ，产 1 ⑻} 

是5的一组基，这里 m = dim ( S ). 

于是有 

① S 是 F 的子集， S 是的循环子模当且仅当它是 F 的 T 循环子空 
间. 

② 若⑼是 V 的一个循环子模•若⑻的首一阶（即^ * = 7"|的的极小多 
项式)是 

m ( T { x ) = ( 2o + a\x + ... + < 2 n — i $ n — 1 + x n , 

则 

B = ( v , xv ^, x n ~ 1 v ) = ( v , … ， a n — 丄⑼） 

是⑼的一组基， a 对 i 5 而言的矩阵 [ a ] s 是 rrvOr ) 的友矩阵 C ( m ,(^)). 


§5.2 向量空间的分解 

1) 有了上一节作准备，就可以将上一讲中的分解定理翻译成向量空间中 
的结果. 

定理 4.3.5 成为 
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定理 5.2.1 〈 向量空间关于线性变换的循环分解定理」若 F 为有限维向量空 
间 ， t 6 £( v ). 若 t 的极小多项式为 

m T ( x ) =成 ㈤ …❿ ㈤ ， 

这里扒 ( rr)，i = ， n ， 是相互不同的，不可约的首一多项式，则 F 可分解为 

直和 

^ ~ ^1㊉…㊉ Kn ， 

这里 

〜 = pp ( r )( v )=0} 

是 V 的不变子空间（"子模人而六％的极小多项式为 

^ M r \ v Pi ) = P ? ( x )^ i = 1，... ， n . 

进一步 ， i = 1，…， n ， 可以再分解为7•-循环子空间（循环子模）的 

直和 

Vpi = ㊉ … ㊉ 〈％,〜〉， 

这里的极小多项式为 

min ( r \(v id )) i = h …，％ j = 1 ，…， k 

而 

ei = e^ 5 i > e ^ 5 2 > * • • > 2 1 ， i = 1, ••- ,n, 

V 的初等因子 pf " 7 ( rr )， 也就是 t 的初等因子，由算子 t 唯一 决定. 

归纳起来 ， F 可 分解为 T - 循环子空间的直和 

V = (〈仍， 1 〉 ㊉ 如 ••㊉ { v 1M )) ㊉ … ㊉ ( K , i ) ㊉ …• ㊉ (5.2.1) 

在定理 4.3.5 中，要求阶 II = pi 1 '- V e n ， 这里内，7 = 1，…，打，为互不相伴 
的素元.在定理 5.2.1 中，说内 Or ), i = l ， …， n ， 为互不相同的不可约多项式. 
由于是主理想整环，故素元与不可约元是一致的. 

用循环分解定理可以决定相似意义下的标准形式. 

若 y = S ㊉ T , 都是 T 6 C ( V ) 之下的不变子空间，则称 约 

化 ( reduce ) t. 若 F = *5 ㊉ T ， 且 

r\ s : 5 —> 5及 r| T : T — ^ T 
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分别是上的线性算子. 

记 t = p ㊉ a ， 若存在 y 的子空间 S 与 T , 使得 (5, T ) 约化 t ， 及 

p = T ^ ^ (J = 丁 t • 

若〔= ( Cl ，…， M 是 s 的一组基 ，： p =(屯…，呔）是 r 的一组基，则 i ? 二 
( Cl , - - - , c 5 , c ? i , - - - s t = ri , 是 F 的一组基.于是矩阵 [ T ] s 可以写成分块 

对角矩阵 (block diagonal matrix ) 

M = ( Wc ° ) 

Nb VO [a]J- 

这可推广到 T 可分解为多个线性算子的直和的情形. 

回到 （5.2.1) .若心是循环子模〈化〉的基，而 

为 F 的基，则由定理5.2.1， 

如]〜 " 

Mb = '• ， 

L [ W 丄 n ， fcn 」 

这里 = 7"|〈^^〉 , i = 1, ■•- , n , j = 1, • • • , k {. 

循环子模〈％, j 〉 有首一阶即限制~有极小多项式 pfOr ). 于是 
若 

degpf’ j [ X ) = di ， j ， 

则 

氏 , j 二 (％■， …, 

是〈％〉的一组基 ， i = 1，… ， w，j = 1，…， 〜• 于是有 
定理 5.2.2 若 V 是有限维向量空间 ， r G C { V ) 的极小多项式为 

m T ( x ) 二:^ ㈤ …❿⑷， 

这里首一多项式 Pi { x ), i = 1，... ， n ， 是互不相同的不可约的，则 F 有分解 

V = (〈' 1 〉 ㊉ . ..㊉ 〈外如〉) ㊉ ... ㊉ On , l 〉 ㊉ ... ㊉ { V n , k n )) 
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这里 { vij ), j = 1，…， n, j = 1,…，〜，是 F 的循环子 空间 ； Tij = t | 〈〜•〉的极 
小多项式是V"的初等因子 

min(nj) =p e y (rr), 

这里 

ei = ei 5 i > e、2 > > ei,/^ > 1. 

初等因子由 t 唯一决定•若 ㈤=&，则 

^i,j ~ ( v i,j ， T ij( v ij) ， ... ， T ij’ j ( v ij )) 

是〈％〉的一组基， T 相对于基 

5=0^，…爲如） 

的矩阵是分块对角矩阵 

(C[p e ^{x)} \ 

# 

# 

CK 1 ㈤ ] 


喊， 1 ㈤ ] 

# 

# 

V C[p e n ^(x)]J 

上式右边的矩阵称为 t 的 有理标准形式 (VationaZ canonical form ). 这还可写成 

r] B = diag ( C [ pl hl ( x)] r - , C [ p e n ' kn \ x )}). 

由向量空间的循环分解的唯一性定理，这样的有理标准形式是唯一的. 

定理 5.2.2, 用矩阵的语言为：任意矩阵 A 唯一地（除去主对角线上分块的 
次序）相似于一个有理标准形式的矩阵. 

由此还可有：域 F 上两个矩阵是相似的当且仅当它们有相同的初等因子. 

定理 5.2.1 及定理 5.2.2 是线性代数的顶峰之一.从几何上讲，它们彻底解 
决了一个域上的向量空间，在一个线性变换下的分解.从代数上讲它们彻底地 
解决了在一个域上的矩阵在相似变换下的分类. 
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1) 若 =ao + a 1 rr + ...+a n - 1 rr ri + T n ， ㈤] 为其友矩阵，令 

/ x 0 … 0 ao \ 

— 1 x 0 a\ 

A — xl — C[p(x)] = 0 —1 : . 

• 參 

• • X CLfi —2 

\ 0 0 … — 1 $ + a n -i) 

显然 4 是 rr ， a 0 , … ,a n _i 的函数，记作 A = A(x;a 0 r- ， a n _i ). 可证 

① det(xl — C[p(x)]) = p(x). 

证当 n = 2, 贝 ! J 

x ao 

det(A(x; a 。， ai)) = = x(x + ai) + ao 

—1 x + a\ 

=ao + a\x + x 2 = p(x)^ 


当 n = 3,贝 lj 

x 0 ao 

det(A(x; ao^ ai^ CI 2 )) = —1 x a\ 

0 — 1 x C 12 

x a\ —1 x 

=x + ao 

— 1 x ci 2 0 — 1 

=ao + a\x + a 2 X 2 + x 3 = p(x). 


对一般的 n ， 对行列式沿第一行展开，得到 

det(A(x; <20, ... ， a n _i)) = xdet(A(x; ai, ••- , a n _i)) + (—l) n+ 1 (—l) n_ 1 ao. 

由归纳假设这等于 x{x n ~ l + a n -ix n ~ 2 + ••• H-ai) +a 0 = p(x). 

由①可得 

②若 tG £( F )， i ? 是 t 的有理标准形式，则 

C T (x) = det(xl — R) = (^), 


这个行列式称为 t 的 特征多项式 ( eigenpolynomial ). 
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在线性代数通常的书中，往往先定义矩阵的特征多项式，然后再定义线性 
算子的特征多项式.方阵 A 的特征多项式定义为仏 ㈤ = det ( xI - A ). 

由此可得 

③ 若4与 B 相似，则匕⑷=即特征多项式在相似下不变 • 

④ 线性算子 t 的特征多项式和与 t 相对应的矩阵的特征多项式相等. 

⑤ 线性算子 T 的特征多项式是 T 的初等因子的乘积. 

2) XEF 是线性算子 t 6 £( F ) 的特征多项式 CV ㈤ 的根，当且仅当 

det(XI — R ) = 0. 

即矩阵 XI -R 是奇异的.若成 m ( y ) = d ， 则 t 的有理标准形式 R 为 dxd 的矩 
阵.故 det(XI -R) = 0 当且仅当存在非零向量 r 6 _，使得 

(XI — R)x = 0, 


即 

Rx = Arr . 

^ vev 是非零向量使得%这里 s 是 F 的基使 t 的矩阵为尽则上式 
等价于 

t(v) = Xv . 

定义 5.3.1 若 t G C ( V ), 数量 A G P 是 t 的一个 特征值 ( eigenvalue ), 若存在非 
零向量 r 6 F ， 使得 

t(v) = Xv . 

这时称 v 为丁 的以 A 为特征值的 特征向量 feigenvector ). 

若 A * F 上的矩阵 ， A G F 是 A 的特征值若存在非零列向量％使得 

Ax = At . 

这时称$为 A 的以 A 为特征值的特征向量. 

对一个给定的特征值 A , 所有以 A 为特征值的特征向量加上零向量，组成 
V 的一个子空间，称为 A 的特征空间 ( eigenspace ). 记作 

由此可得 

① A 6 F 是 T G C ( V ) 的一个特征值当且仅当它是 t 的特征多项式 C T ( x ) 
的根. 
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② A G F ^ r G C { V ) 的特征值当且仅当它是 t 的极小多项式 m T Or ) 的 
根. 

③ A 6 F 是 T 6 C { V ) 的特征值当且仅当它是与 t 相应的任何矩阵的特征 
值 • 

④ 矩阵的特征值在相似意义下不变. 

⑤ 若 A 是矩阵的一个特征值，则特征空间^是齐次方程组 

( XI - A )( x ) = 0 


的解组成的空间. 

这里只证明③. 

A 是 t 的特征值当且仅当有0 # r 6 [ 使得 


丁 (v) = Au. 

设 dim ( V ) = d，B 为 V 的一组基，令 ‘： y 4 〆 为由‘ ㈦ =定义的同 
构. 若2=[7^,则 

丁=、小 b ) 一 1 Mb . 

于是 r ( v ) = Xv 就是 

{( j ) B )~ l Acj ) B { v ) = \v = ( A ) - 1 ⑻， 

即 

Mb ( v ) = Mb ( v ) - 

这表明 A 是 A 的一个特征值.因之， A 是 t 的一个特征值当且仅当它是 A 的 
特征值. 

⑥与不同的特征值对应的特征向量是线性无关的，即， 若 v t e i = 
1， … •，&，则 {〃 i ， …，外}线性无关.特别地，若 Ai ， …， A / c 是线性算子 t 6 C ( V ) 
的不同的特征值，则 £\ i r\£ Xj ={0}. 

证 若 ％ i = l ， …， A ;， 是线性相关的，则在所有非平凡的线性组合为零 
的式子中，有一个最短的式子，为 

r\V\ + • • • + VjVj = 0^ 

将 T 作用上式，得 

rir{vi) + • • • + Tjr{vj) = 0 . 
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即 

riAi^i + • • • + TjXjVj = 0^ 

在 n 外+ * * • + rjvj = 0上乘以 Ah 再与上式相减得 

”2( 入 2 - Ai)^2 H -+ rj(Xj - Xi)vj = 0. 

但这是一个更短的线性组合为零的式子，故所有 n = 0, i = 1,…， j . 

由于 T 的特征多项式 C T (x) 是所有初等因子的乘积，而 T 的极小多项式 
为 

m T { x ) = p { 1 ( x )-- p e ^( x ), 

故 m T 0 r )| C T ㈤ .由此得到重要的 

定理 5.3.1 若丁 G £( F )， 则 

① 极小多项式 m T ( x ) 与特征多项式 C T ( x ) 有相同的素因子. 

② ( Caley-Hamilton 定理)： m 丁(: r )| CV ( rr )， 即， C T ( r ) = 0. 


§5.4 Jordan 标准形式 

有限维向量空间的每个线性算子 T 都有有理标准形式.即，所有有理标 
准形式的矩阵的全体组成一个标准形式集合.显然，有理标准形式还不是像我 
们指望的那样具有简单的形式.对一些重要的特殊的情形，我们可以得到更为 
简单的标准形式.这种重要的特殊的情形是：若 T G £( V ), 它的极小多项式可 
以分解为线性因子的乘积，即 

m T ( x ) = (x — Ai) ei •••($ — A n ) 6n . (5.4.1) 

当一个多项式在域 P 上可以分解为线性因子的乘积时，称多项式可以在 F 上 
分裂 ( split ). 

若域^上任一非常数的多项式的根仍在 P 中，称 F 为代数封闭的 ( alge ¬ 
braic closed ). 因之，在代数封闭域上不可约多项式只有线性多项式.故任意非 
常数多项式在^上分裂.代数封闭域简单的例子是复数域. 

回顾有理标准 形式. 〈％〉是循环子模，其首一阶为初等因子由 
于对了解甚少，以至作为 F 的循环子空间，选取基为 
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但当 t 的极小多项式是 （5.4.1) 时，其初等因子为 

vT (^) = Xi) eij . 

这时，我们可以更明智地选取基. 

由于 dim (( vij }) = degp e : J ( x ) ，易见 


Gij ~ {^ij 5 (Tij ~ Xi) ， 


(Tij — \) ei3 ~ l { v ij)) 


也是〈％〉的一组基•记知中第 A : 个基向量为知，则当 k = Or .. , eij - 2 



丁 = ^~i,j ~ ~ ijij — Ai + 入 i)[(Ti,j — ^ iVij )] 

=(Ti，j - \) kJrl { v i,j) + 丁 i，j _ Xj) k (Vi ， j) 

= 6/c+l + 入 i&/c; 


当 k = eij 


1 时，应用 


(n，j - \) k+1 (vi,j) = (n,j - Xi) eij 


可得 


T ij( b (e id -1)) ^ Xb( eid 


因之，相对于基知，％ = t \^ v . a 所对应的矩阵为句 x 句阵 


\ 


9 { 乂 1 ， e ij) 


入 i 


\ o 0 … 1 XiJ 

这个矩阵称为 Ai 的 Jordan 块 (Jordan block ) •即 Jordan 块为在主对角线上元 

素为在次对角线上元素为1,其余元素为零. 

于是在选取新的基后，类似于定理5.2.2,有 

定理 5.4.1 若算子 r G C ( V ) 的极小多项式在域 F 上可分裂，即 

m T ( x ) = (x - Ai) ei … （r - A n ) 6n , 


则 F 可分解为 


V = ( 〈 '1 〉 ㊉…㊉ )) ㊉…㊉ ((^n,l) ㊉…㊉ 〈幻 n,/c n 〉) 
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这里 {V^j) 是 F 的 7- 循环模， 


r hJ = T \(vi,j) 的极小多项式为7的初等因子 


min(rij) = (x - AW , 


这里 

= ei^i > e、2 > > ei^i > 1 - 

这些初等因子由 t 唯一决定.令 

Gij = {Vij，（Tij — Xi)(Vi,j)， …， （Tij — Ai) e ^ _ 1 (^j)) 

是 {v id ) 的一组基，则与 T 对应的矩阵在基 

Q ^ … n , k n ) 


下是分块矩阵 


〈5(入 i ， e i , i ) \ 

# 

# 


e n , l ) 

# 

# 

# 

V g[X n ， e n ,k n ) J 

上面的矩阵称为 t 的 Jordan 标准形式 (Jordan canonical form). 

用矩阵的语言.在代数封闭域 F 上每个矩阵都相似于唯一的一个 Jordan 
标准形式.也就是，所有的 Jordan 标准形式的确组成了在相似意义下的标准 
形式集合. 

若 T 有 Jordan 标准形式％则 p 中主对角线上元素就是特征多项式 C T ( x ) 
的根（包括重数).也就是， P 中主对角线元素\出现的次数就是特征多项式 
的根\的重数. 

定理 5.4.1 是线性代数的另一个顶峰.从几何上讲，它彻底解决了在代数 
封闭域上的一个向量空间在一个线性变换下的分解.从代数上讲，它彻底解决 
了在代数封闭域上的矩阵在相似变换下的分类. 
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§5.5 内积空间上算子的标准形式 

1) 在第二讲第4节中，及第三讲3节中介绍了内积空间以及其上的三种 
重要算子，自共轭算子、酉算子及正规算子，还讨论了它们的一些简单性质. 

若 F , W 为 F 上有限维内积空间 ， t 6 £( F , W )， 则存在唯一的线性变换 
T * : 定义为 

〈7•⑻，忉〉=〈％ 丁 *( 忉)〉 ， 

这里 v eV,w eW . 称为 t 的共辄 算子. 

若 v 是内积空间 ， T 6 £00,则7•称为自共轭（或埃尔米特)，如果 T * = T ; 
称为酉，若 T 是双射且= 7"-\ 称为正规， 若丁丁* = 丁* 丁. 

来看看这些算子的特征值及特征空间. 

① 若 T 是自共轭，则 T 的特征多项式的根都是实的.也就是说，特征多 
项式的根全是实的. 

证先设 F 是复向量空间， A 是 C 丁 ( X ) 的根，则有^ 0,使 +) = A 〃.于 
是 

(r(v)^v) = 〈 At^〉 = 

由于 T 是自共轭， 

{r(v),v) = {v,r(v)) = {v, Xv) = \{v,v) 

故 A = \ 即 A 为实的. 

若 F 是实向量空间，则 t 对 F 的某一组基其对应的矩阵是实对称阵 A 
于是 CVb ) = Q ㈤ .因 A 是实对称阵，可看作复空间 O 的一个自共轭线性算 
子，如上面所证，其特征多项式的根是实的.将^看作实的或复的矩阵，其 
特征多项式是一样的.故得证. 

② 若 t 是酉的，则 t 的特征值的绝对值为 1. 

证 若丁 为酉及 T (〃） = Ar , 则 

AA 〈 f ， y 〉 = 〈 Af ， Au〉 = (t(v) : t(v)) = (v : v) 

故 | A | 2 = 1, 即 | A | = 1. 

③ 若 T 为正规算子， A ,/ i 为 7 •的不同的特征值，则对应的特征子空间互 
相正交.特别地，自共轭算子和酉算子的不同特征值对应的特征子空间互相正 

交. 
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iiE ^ t(v) = 入 v ， r(w) = /mu, 3^M v,w KiJ 

X { v ， W ) = ( r ( v )^ w ) = ( v ^ T *( to )) = ( v ^ ftw ) = ll { v ^ w )^ 

由 A 导出这里用到 T *( w ) = JIw ， 参见第三讲 3 节中 3 ) 正规算 
子的性质. 

前面的有理标准形式及 Jordan 标准形式一般不是对角矩阵，什么情况下 
可化为对角矩阵？ 

定义 5.5.1 若 F 是有限维内积空间 ， t 6 C{V). 若有 F 的正规正交基 （9 使得 
[ r } 0 是一个对角矩阵，则称 丁 可正交对角化 （orthogonal diagonalizable ). 

定理 5.5.1 若 F 是有限维复内积空间. 

i. V 上一个线性算子 t 可以正交对角化当且仅当它是正规的. 

it t 是 V 上的一个正规算子，它是自共扼的当且仅当它的特征值均是实 
的 • 

in . t 是7上的一个正规算子，它是酉的当且仅当它的特征值的绝对值 
均为 i . 

证 i . 若 T 是复内积空间的一个正规算子，且 T 的极小多项式的素因子 
分解为 

m T ( x ) = (x - Ai) ei … • (rr 一 \ k) ek , 

则由准素分解定理，^可分解为 

V = Vi ㊉…㊉ T4 • 

由第三讲第 3 节中有关正规算子的性质 © ，有 

^ G F | (r - \) ei ( v ) = 0} 

= {v eV\ (r - Xi)(v) = 0} = £ Xv i = 1, …， k. 

故 4 的极小多项式为 ： r - \，故 ei = 1 ， i = l , …， k . 因之， 

V = ㊉…㊉ 

由前面的③知 y 可分解为正交直和 


y fAi ①…①心. 
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故用每个特征空间的正规正交基组合起来为 T 的特征值构造一个正规正交 
基，即 T 是可以正交对角化的. 

反之，若 T 可正交对角化，则 F 有一个正规正交基0 = {的，…，叫},其 
中 r ( ui ) = XiUi , i = 1，…， k . 于是 


(ui,r*(uj)) = (r(ui),Uj) = Xi(ui,Uj) 



^i^ij ~ XjSjj 


(^i 5 XjUj) 


故 丁 » XjUj . 因之， 

tt * ( 〜） = Xjr(uj) = XjXjUj = XjXjUj 

= XjT*(uj) = r*r(^), 


故 t 为正规. 

ii . 已知自共轭算子是正规的，则特征值均是实的.反之，若 t 是正规的， 
且特征值均是实的，则对应于\的任何特征 向量％ •，有 




由于 这些％ 是特征向量构成的基，故7•自共轭. 
iii . 证明类似于 ii . 


上面给岀了复内积空间上线性算子 T 可正交对角化的充要条件是 T 是正 
规的. 

下面给岀实内积空间上线性算子可正交对角化的充要条件. 

定理 5.5.2 有限维实内积空间 F 上的一个线性算子 t 可正交对角化当且仅当 
T 是自共扼的. 

证 若 T 是 y 上自共轭算子，则由前面的①， T 的极小多项式可在 R 上 
分裂.由第三讲第3节中关于自共轭算子的性质⑧及前面®得到， F 有 T 的 
特征向量组成的正规正交基.证明类似于定理 5.5.1. 

反方向用矩阵来证.若 T 可正交对角化，则 F 有正规正交基0,使得 [Tk 
对角化.由于是实对称的，故 




定理 5.5.1 及 5.5.2 的矩阵形式为 
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定理 5.5.3 i . ii A 是一个复方阵，则存在酉阵 C / 使得 UAU - 1 是对角阵当且 
仅当 A 是正 规的； 一 个正规复方阵 A 是埃尔米特当且仅当 A 的特征值均为 
实的； 一个正规复方阵义是酉阵当且仅当义的特征值的绝对值均为 i . 

ii . 乂是一个实方阵，则存在正交阵0使得 0 A 0- 1 是对角阵当且仅当义 
是对称的. （ 参阅定理 2.3.5) 

2) 上面给出了正规算子与自共轭算子分别在复数域 C 及实数域 R 上的 
标准形式是对角阵.现在来给出实数域 R 上的酉算子的标准形式. 

若 T 是实酉，则 a = T + T* = T + T- 1 是自共辄的，故有一实特征值的完 
备集，如在定理 5.5.1 中那样， F 可分解为 

V =〜① • • • ①〜， 


这里 





- {v ev \ 

(r + r 

-丄 -A z ) ㈦ 0 }， 


或，乘以 T ， 


- {veV\ 

(T 2 - 

\r + 1) ⑻ - 0}. 


若入 i = 

2, 则由于 t 是 正规的，有 





^2 = 

--{v eV\ 

(r-l) 2 (v) 0} 

— {v EV\ (r — l)(t>) — 

:0}. 

若入 i = 

-2, 有 







£-2 ■- 

={v eV\ 

(丁 + 1) 2 ㈦ 0} 

— {v EV\ (r H- l)(v) : 

二 0}. 


故算子 T 在特征空间&及& 2( 如存在的话）上的限制分别就是乘以+1或- 1. 

当\ # 土 2 ,若 r G 心.考虑 Span { v , r ( v )}. 这是心中的一个不变子空 
间，因为 r ( r ( v )) = t 2 (v) = Xir ( v ) - v . 于是， 

£\ % — Span { v ^ r ( v )} ①办丁⑼ } 丄. 

连续这个步骤，每个分解为二维子空间的正交直和， T 在每个子空间上是 
实酉的. 


V = ^2 ① 6-2 ^①… ©An 


这里 dim { Vi ) = 2,每一项在 t 下 不变. 
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于是，只要给出在二维空间 ® 上的实酉算子 t •的矩阵即可.由于对: P 的 
任意正规正交基 T 的矩阵是正交的，故若 


■ ■ 
T 


则 


a 2 + 6 2 
c 2 + d 2 

ac + bd 


由于 det([T]) = 1，即 


ad — be 


解这些方程，得^ = %6=-6,故 


■ ■ 
T 


由于 （ a , 6) 是 R 2 中的单位向量，故 （ a , 6) = (cos 0， sin 0)，这里0为实数，故 


■ ■ 
丁 


cos 


sin 6 


sin 0 cos 


归纳起来，有 

定理 5.5.4 若 T 是有限维实内积空间 F 上的一个酉算子，则 y 有一个 正规正 
交基， 使得丁 的矩阵有分块形式 


(5.5.1) 


cos 9\ sin 6\ 
一 sin 6\ cos 6\ 


(cos 6^. sin 9/^\ 
\— sin 9^ cos 


定理 5.5.4 的矩阵形式为 
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定理 5.5.5 ^ A 是正交矩阵，则存在正交阵0,使得0义(9- 1 是形如 (5.5.1) 的 
矩阵. 


§5.6 附记 


在第1节中已经说到，本讲是将域 F 上的向量空间 F 看作 F 上的多项 
式环上的模，于是上一讲中的结果可以翻译成为向量空间的语言，这就 
得到了一系列十分重要的分解定理. 

在第四讲1节中，还说到环 i ? 上的一个模，当 E Z (整数环）时，则 
Z - 模就是 Abel 群，也就是可以将 Abel 群看作 Z - 模.于是也可以将上一讲中 
的结果翻译成为 Abel 群的语言，也可以得到十分重要的分解定理. 

如果 G 是一个有限生成的 Abel 群，则 G 可以视为一个有限生成的 Z - 
模.由定理 4.3.1,G 可以分解为一个挠模和一个自由模 G free 的直和. 

Gf ree 的秩为 r , 则 

Gfree W . 

Gtor 也是有限生成的.设^1, * * • -> x m 是它的一^组生成兀.于是的每 
个元素都可以用这组生成元来表示.由于这些生成元的阶都是有限的，因之， 
Gtor 是一个有限 Abel 群. 

由定理 4.3.2, 若的阶为 /i = p e i …❿， 这里 Pi，i = 1,…， ri 为不同素 
数，则可分解为 

Gtor ~ ㊉..•㊉ Gp n , 

这里 = {v E r = 0}，即为 G 心的阶为 < 的子群，即为 

的 Sylow pi- 子群， i = 1 ，…， n. 

这里要注意的是：对于有限 Abel 群 G 有两个阶的概念，其一指 |G| (即 G 
中元素的个数)，其二是指 G 作为 Z - 模的零化子的生成元.一般而言，这两个 
阶是不同的.在上一段话中的阶是指后者.（回顾群 G 的 Sylow p - 子群是指 
G 的阶为的子群，其中 p m ||G |， 且 ， +1 t | G |. Sylow p - 子群总存在，因此在 
上段中 A 必是的 Sylow pi- 子群 • ） 

由定理 4.3.3, 有限 Sylow pi ~ 子群，内为素数， i = 1 ， … ， n ， 可以分解成 
一些循环内-子群的直和，即 

Gjh = Gi，i ㊉…㊉ i = 1 ， ... ， n. 
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这里 Gy 为阶为 pf 的循环内-子群 ， j = l ， …， h 且满足 

ei = > e 、2 > > 气〜. 

等价地为 

Vi k I P 6 i k ~ l \'''\ p e \ i = ， n . 

归纳起来，有以下的定理 

定理 5.6.1 〈有限生成的群的分解定理）若 G 是一个有限生成的 Abel 群， 
则 G 可以分解成 r 个无限循环子群及一些有限循环 p - 子群的直和. r 和有 
限循环子群的阶 pf , j = 1，…， k h i = l , … ， n ，是 G 上一组完全不变量， 

即两个有限生成 Abel 群同构当且仅当它们的不变量完全相同. 

这就是第四讲中主理想整环上有限生成模的分解定理译成有限生成 Abel 
群时的语言.可以看出，这完全解决了有限生成 Abel 群的分类问题. 

当然这些内容不属于线性代数的范围，所以作为附记，用以显示模理论的 
有力 作用. 



第五讲向量空间在线性算子下的分解 
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